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1 Ââåäåíèå

Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå çàðÿæåííûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ èëè ïðîâîäÿùèõ ÷à-

ñòèö èãðàåò âàæíóþ ðîëü âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè. Ïîòåíöèàë âçàèìîäåé-

ñòâèÿ äâóõ ÷àñòèö èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ôèçèêè ïûëåâîé ïëàçìû [1�5]. Îí çà-

äà¼ò óñëîâèÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, äèñïåðñèþ ïûëåàêóñòè÷åñêèõ âîëí, êîýôôèöèåíòû

ïåðåíîñà, ñêîðîñòü êîàãóëÿöèè ÷àñòèö ïûëè è ò.ä. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå

îïðåäåëÿåò õàðàêòåð ìíîãèõ ïðîöåññîâ: êîàãóëÿöèÿ êàïåëåê æèäêîñòè â îáëàêàõ, êîàãó-

ëÿöèÿ â êîëëîèäíûõ ñóñïåíçèÿõ, âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö òîíåðà ïðèíòåðà [6] è ýêðàíîâ

ýëåêòðîôîðåòè÷åñêèõ äèñïëååâ, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó áèîïîëèìåðàìè, íàïðèìåð, ìî-

ëåêóëàìè ïðîòåèíà [7], âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó áàêòåðèÿìè [8]. Ýôôåêòû ïîëÿðèçàöèè

âàæíû äëÿ ïîíèìàíèÿ ìíîãèõ ìîëåêóëÿðíûõ ìåõàíèçìîâ íà íàíî- è ìèêðîìàñøòàáàõ,

òàêèõ êàê ñîëüâàòàöèÿ áèîìîëåêóë è ïðîíèêíîâåíèå èîíîâ ÷åðåç êàíàëû â ìåìáðà-

íàõ [9, 10].

Îñíîâíûì óðàâíåíèåì, îïðåäåëÿþùèì âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö, ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

Ëàïëàñà èëè óðàâíåíèå Ïóàññîíà-Áîëüöìàíà, åñëè ó÷èòûâàòü ýêðàíèðóþùóþ ñðåäó

(ïëàçìó). Ïîëó÷åíèå îáùåãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ äâóõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ÷à-

ñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â ýêðàíèðóþùåé ñðåäå, ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî òðóäî¼ìêîé çàäà÷åé. Ïî-

ýòîìó çà÷àñòóþ çàäà÷ó óïðîùàþò òåì èëè èíûì îáðàçîì. Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàþò

âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö êîíå÷íîãî ðàçìåðà è òî÷å÷íîé èëè æå îãðàíè÷èâàþòñÿ ðàññìîò-

ðåíèåì âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö èç ìåòàëëè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì âçàèìîäåéñòâèÿ äèýëåêòðè÷åñêèõ ÷àñòèö ïðè èõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå-

ìîñòè, óñòðåìëåííîé ê áåñêîíå÷íîñòè. ×àñòèöû îáû÷íî ñ÷èòàþò ðàâíîìåðíî çàðÿæåí-

íûìè, à òî è âîâñå íåçàðÿæåííûìè, íî ïîìåùåííûìè âî âíåøíåå ïîëå. Â íàñòîÿùåé ðà-

áîòå àíàëèòè÷åñêè ðàññìàòðèâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ïðîèçâîëüíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö,

ïîìåùåííûõ âî âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è äèýëåêòðè÷åñêóþ ñðåäó. Âíà÷àëå ýòà ñè-

ñòåìà èññëåäóåòñÿ â ïëàçìå, îäíàêî, ââèäó âûøåóïîìÿíóòûõ òðóäíîñòåé, îäíà èç ÷àñòèö

ñ÷èòàåòñÿ òî÷å÷íîé. Èç ïðîèçâåäåííîãî ðàññìîòðåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, ÷òî â ñëó÷àå

óìåðåííîé ýêðàíèðîâêè îñíîâíóþ ðîëü âî âçàèìîäåéñòâèè íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ èã-

ðàþò ïîëÿðèçàöèîííûå ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ êîíå÷íûì ðàçìåð ìàêðî÷àñòèö, ïîýòîìó

èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ÷àñòèö êîíå÷íîãî ðàçìåðà, íî óæå áåç

ïëàçìû, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà.

Ïðèâåä¼ì êðàòêèé îáçîð ðàáîò, â êîòîðûõ â òîì èëè èíîì âèäå ðåøàëèñü ïîõîæèå

çàäà÷è, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü îñíîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ. Â ðàáîòàõ [11�13] çàäà÷à

ðåøàåòñÿ â áèñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Â [14,15] çàäà÷à äëÿ äâóõ çàðÿæåííûõ ñôåðè-

÷åñêèõ ÷àñòèö ðåøàëàñü â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìåòîäîì ïåðåðàçëîæåíèÿ

ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ñ ïîëþñîì â öåíòðå îäíîé èç ÷àñòèö ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà ñ

ïîëþñîì â öåíòðå äðóãîé ÷àñòèöû. Â ðàáîòàõ [16�18] èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä èçîáðàæåíèé.

Òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âàðèàöèîííûé ìåòîä [10, 19]. Ïðèâëåêàþòñÿ è ÷èñëåííûå

ìåòîäû, íàïðèìåð, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ Ãàëåðêèíà [6], ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî [20].

Ýòè æå ìåòîäû ïðèìåíÿëèñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìåòàëëè÷åñêèõ ÷àñòèö [21�36]. Îäíà-
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êî, ïðåäñòàâëåííûå âûøå ðàáîòû ëèáî èìåþò îãðàíè÷åííóþ ïðèìåíèìîñòü (íèãäå íå

ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà), ëèáî èìåþò îãðàíè÷åííóþ ñõî-

äèìîñòü.

Ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïåðâîé ÷àñòè ìû ðàññìàòðèâàåì ýëåê-

òðîñòàòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ïðîèçâîëüíî çàðÿæåííîé ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû è òî÷å÷-

íîãî çàðÿäà â ïëàçìå â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî ïîñòîÿííîãî è îäíîðîäíîãî ïîëÿ. Ìû íà-

õîäèì ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, ñèëó è ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ

âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè, à òàêæå ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñôåðè÷åñêóþ

÷àñòèöó. Ïîäðîáíî îáñóæäàåì ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ íåðàâíîìåðíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

çàðÿäà, â ÷àñòíîñòè, ïðîâîäèòñÿ îöåíêà ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïûëåâûõ ÷àñòèö â ïëàçìå.

Âî âòîðîé ÷àñòè èññëåäóåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå äâóõ íåðàâíîìåðíî çàðÿæåííûõ äèýëåê-

òðè÷åñêèõ ñôåð ñ èñïîëüçîâàíèåì áèñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî

ïîëÿ. Âûâîäÿòñÿ àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà è ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ è ñ

èõ ïîìîùüþ îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòü ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ïðè êîòîðûõ ìåæäó äâóìÿ ñôå-

ðàìè íàáëþäàåòñÿ ïðèòÿæåíèå. Âåçäå ïðè ðàññìîòðåíèè ìû áóäåì â ïåðâóþ î÷åðåäü

ïðèìåíÿòü íàøó ñèñòåìó ê ôèçèêå ïûëåâîé ïëàçìû.

2 Âçàèìîäåéñòâèå ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû ñ òî÷å÷íûì

çàðÿäîì â ïëàçìå

Â ïåðâîé ÷àñòè ìû ðàññìîòðèì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ïðîèçâîëüíî çàðÿ-

æåííîé ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû è òî÷å÷íîãî çàðÿäà â ïëàçìå â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî

ïîñòîÿííîãî è îäíîðîäíîãî ïîëÿ. Ìû íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà âî âñåì ïðî-

ñòðàíñòâå, ñèëó è ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè, è ìîìåíò

ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñôåðè÷åñêóþ ÷àñòèöó. Ìû òàêæå ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ôîðìóëû

äëÿ èññëåäîâàíèÿ âðàùåíèÿ ïûëåâûõ ÷àñòèö â ïëàçìå.

2.1 Ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà

Ïóñòü â ïëàçìå èìååòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ ìàêðî÷àñòèöà ðàäèóñà a1 è ñ äèýëåêòðè÷åñêîé

ïðîíèöàåìîñòüþ ε1 è òî÷å÷íàÿ ÷àñòèöà ñ çàðÿäîì q2. Â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ ïû-

ëåâûå ÷àñòèöû îáû÷íî ëåâèòèðóþò â îáëàñòÿõ ñ äîñòàòî÷íî ñèëüíûì ýëåêòðè÷åñêèì

ïîëåì, êîìïåíñèðóþùèì äåéñòâèå ñèëû òÿæåñòè, ïîýòîìó â ðàññìîòðåíèå âêëþ÷èì è

ïîñòîÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E0. Âûáåðåì öåíòð äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â

öåíòðå ìàêðî÷àñòèöû è íàïðàâèì îñü z âäîëü ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ÷àñòèö, à

îñü x íàïðàâèì òàê, ÷òîáû âåêòîð E0 ëåæàë â ïëîñêîñòè xz . Òàêæå ââåäåì ñôåðè÷åñêèå

êîîðäèíàòû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ íàøåé ñèñòåìû, òî åñòü

íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå.

Ïîëîæèì, ÷òî â îáëàñòè I (r < a1) íåò ñâîáîäíûõ îáúåìíûõ çàðÿäîâ, ïîýòîìó ïî-
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q1

x

y

z

E0

θ0

q2

Rr

r2

φ

θ

Ðèñ. 1: Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè òî÷å÷íîãî çàðÿäà ñ ìàêðî÷àñòèöåé: r, θ, ϕ �
êîîðäèíàòû òî÷êè íàáëþäåíèÿ â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå
ìàêðî÷àñòèöû; r2, θ2, ϕ � êîîðäèíàòû òî÷êè íàáëþäåíèÿ â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå íàõîæäåíèÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà; R � ìåæ÷àñòè÷íîå ðàññòîÿíèå; q1,
q2 � çàðÿäû ÷àñòèö â ýëåìåíòàðíûõ çàðÿäàõ; E0 � âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ïîñòîÿííîãî
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ëåæàùèé â ïëîñêîñòè xz; θ0 � óãîë, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå E0

â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàêðî÷àñòèöû; β � óãîë ìåæäó
âåêòîðàìè E0 è r.

òåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ýòîé îáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà [37]:

4φI = 0. (1)

Â îáëàñòè II (r > a1) ñàìîñîãëàñîâàííûé ïîòåíöèàë ìàêðî÷àñòèöû è ïëàçìû áóäåì

èñêàòü íà îñíîâå ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà-Áîëüöìàíà [38]:

4φ1 − k2Dφ1 = 0, (2)

ãäå kD � îáðàòíûé äåáàåâñêèé ðàäèóñ. Âñëåäñòâèå ëèíåéíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è,

ñóììàðíûé ïîòåíöèàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

φ =

φI â îáëàñòè I;

φII ≡ φ0 + φ1 + φ2 â îáëàñòè II;
(3)

ãäå φ0 = −E0r = −E0r cos β � ïîòåíöèàë ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, β � óãîë

ìåæäó âåêòîðàìè E0 è r, à φ2 � ñàìîñîãëàñîâàííûé ïîòåíöèàë òî÷å÷íîé ÷àñòèöû â

ïëàçìå. Êàê èçâåñòíî, â ðàâíîâåñíîé ïëàçìå ïîòåíöèàë òî÷å÷íîé ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ

äåáàåâñêèì [38]:

φ2(r2) =
q2
εr2

e−kDr2 . (4)

Îòìåòèì, ÷òî â ïëàçìå ε ' 1, íî â ýëåêòðîëèòàõ èëè áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ äèýëåê-
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òðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû ε ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò åäèíèöû.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ íàøåé çàäà÷è èìåþò âèä [37]:

φI |r=a1= (φ0 + φ1 + φ2) |r=a1 , (5)

ε1
∂φ

∂r
|r=a1−0 −ε

∂φ

∂r
|r=a1+0= 4πσ (θ, ϕ) , (6)

ãäå σ � ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà (ñâîáîäíîãî) ìàêðî÷àñòèöû.

Êàê èçâåñòíî, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1) è (2), êîíå÷íûå â íóëå è îáðàùàþùèåñÿ â íóëü

íà áåñêîíå÷íîñòè, â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä [37,39]:

φI(r, θ, ϕ) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

(
Cm
n cosmϕ+ C−mn sinmϕ

)
×Pm

n (cos θ)rn,

(7)

φ1 (r, θ, ϕ) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

(
Amn cosmϕ+ A−mn sinmϕ

)
×Pm

n (cos θ)
Kn+1/2 (kDr)√

r
,

(8)

ãäå Kn+1/2 � ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà èëè ôóíêöèè Ìàêäî-

íàëüäà ïîëóöåëîãî ïîðÿäêà, Pm
n � ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. Îòìåòèì, ÷òî

âñþäó â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà îïðåäåëåíû áåç ó÷åòà

ôàêòîðà Øîðòëè-Êîíäîíà (íàïðèìåð, P 1
1 = sin θ).

Ðàçëîæèì ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà òî÷å÷íîãî çàðÿäà â ïëàçìå (4) ïî ïîëèíîìàì

Ëåæàíäðà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ìàêäîíàëüäà [39], êîòîðàÿ ïðè r ≤ R èìååò âèä:

exp(−r̃2)
r2

=
∞∑
n=0

(2n+ 1)Pn(cos θ)
In+1/2 (r̃)Kn+1/2

(
R̃
)

√
rR

, (9)

ãäå In+1/2 � ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà èëè ôóíêöèè Èíôåëüäà

ïîëóöåëîãî ïîðÿäêà, r2 =
√
R2 + r2 − 2rR cos θ, r̃ = kDr, R̃ = kDR. Ïîòåíöèàë ïîñòîÿí-

íîãî ïîëÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φ0 = −E0r
[
cos θ0P

0
1 (cos θ) + sin θ0 cosϕP 1

1 (cos θ)
]
, (10)

çäåñü θ0 çàäàåò íàïðàâëåíèå âåêòîðà E0 â íàøåé ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (îò-

ìåòèì, ÷òî âñëåäñòâèå íàøåãî âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò, äëÿ E0 àçèìóòàëüíûé óãîë

ϕ0 = 0, ñì. ðèñóíîê 1).

Ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà ìàêðî÷àñòèöû òàêæå ðàçëîæèì ïî ñôåðè÷åñêèì
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ãàðìîíèêàì:

σ(θ, ϕ) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

(
σmn cosmϕ+ σ−mn sinmϕ

)
Pm
n (cos θ), (11)

ãäå ñâÿçü êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ σ±mn ñ ïîâåðõíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì çàðÿäà

σ(θ, ϕ) èìååò âèä:

σ±mn =
2n+ 1

2π (1 + δm,0)

(n−m)!

(n+m)!

πˆ

0

2πˆ

0

σ(θ, ϕ)

(
cosmϕ

sinmϕ

)
Pm
n (cos θ) sin θdθdϕ (12)

(çäåñü δm,0 � ñèìâîë Êðîíåêåðà).

Â èòîãå, èç ïåðâîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (5) íàõîäèì:

C0
n = A0

n

Kn+1/2 (ã1)

a
n+1/2
1

+ q2(2n+ 1)
In+1/2 (a1)Kn+1/2

(
R̃
)

εa
n+1/2
1

√
R

,

n = 0, 2, 3, . . .

(13)

C0
1 = A0

1

K3/2 (ã1)

a
3/2
1

+ 3q2
I3/2 (a1)K3/2

(
R̃
)

εa
3/2
1

√
R

− E0 cos θ0, (14)

C1
1 = A1

1

K3/2 (ã1)

a
3/2
1

− E0 sin θ0, (15)

C±mn = A±mn
Kn+1/2 (ã1)

a
n+1/2
1

,
n = 1, 2, . . . ,

m = 1, 2, . . . n.
(16)

Èç âòîðîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (6), èñïîëüçóÿ (13-16), ïîëó÷àåì:

A0
1 =

3q2

ε
√
R
K3/2

(
R̃
)
M3/2 (ã1, ε, ε1) +

[4πσ0
1 + (ε1 − ε)E0 cos θ0] a

3/2
1

εã1K5/2 (ã1) + (ε1 − ε) K3/2 (ã1)
, (17)

A0
n =

(2n+ 1)q2

ε
√
R

Kn+1/2

(
R̃
)
Mn+1/2 (ã1, ε, ε1) +

4πσ0
na

3/2
1

εã1Kn+3/2 (ã1) + (ε1 − ε)nKn+1/2 (ã1) ,

n = 0, 2, 3, . . . (18)

A1
1 =

[4πσ1
1 + (ε1 − ε)E0 sin θ0] a

3/2
1

εã1K5/2 (ã1) + (ε1 − ε) K3/2 (ã1)
, (19)

A±mn =
4πσ±mn a

3/2
1

εã1Kn+3/2 (ã1) + (ε1 − ε)nKn+1/2 (ã1)
, n = 1, 2, . . . ; m = 1, 2, . . . n. (20)
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Çäåñü äëÿ óäîáñòâà ââåäåíà ôóíêöèÿ

Mn+1/2 (ã1, ε, ε1) =
εã1In+3/2 (ã1) + (ε− ε1)nIn+1/2 (ã1)

εã1Kn+3/2 (ã1) + (ε1 − ε)nKn+1/2 (ã1)
. (21)

Òàêèì îáðàçîì, ìû âûðàçèëè â ÿâíîì âèäå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèà-

ëîâ (7, 8) ÷åðåç èçâåñòíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è, ÷òî è ðåøàåò íàøó ýëåêòðîñòàòè÷åñêóþ

çàäà÷ó.

2.2 Ñèëà è ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ

Ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ìàêðî÷àñòèö â èçîòåðìè÷åñêîé ïëàçìå ñ ïîñòîÿííûì ÷èñ-

ëîì ýëåêòðîíîâ è èîíîâ ñîâïàäàåò ñî ñâîáîäíîé ýíåðãèåé [40, 41], äëÿ íàõîæäåíèÿ êî-

òîðîé ñíà÷àëà âû÷èñëèì ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà òî÷å÷íóþ çàðÿ-

æåííóþ ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû âòîðîé ÷àñòèöû êîíå÷íîãî ðàçìåðà, âû÷èñëÿåòñÿ ïðîñòî

(çäåñü ìû íå ðàññìàòðèâàåì ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ìàêðî÷àñòèöó ñî ñòîðîíû ïîñòîÿí-

íîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ðàâíóþ q1E0, òàê êàê ïîëàãàåì, ÷òî îíà óðàâíîâåøåíà ñèëîé

òÿæåñòè):

F = −q2∇φ1
∣∣∣r=R
θ=0

= −q2
(
∂φ1

∂r
er +

1

r

∂φ1

∂θ
eθ +

1

r sin θ

∂φ1

∂ϕ
eϕ

) ∣∣∣r=R
θ=0

. (22)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (8), îòñþäà ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì:

F = q2

∞∑
n=0

A0
n

R
3
2

[
(n+ 1)Kn+1/2

(
R̃
)

+ R̃Kn−1/2

(
R̃
)]

ez−

− q2
∞∑
n=1

A1
n

n (n+ 1)

2

Kn+1/2

(
R̃
)

R
3
2

ex − q2
∞∑
n=1

A−1n

Kn+1/2

(
R̃
)

R
3
2

ey. (23)

Òàê êàê ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ, òî èíòåãðè-

ðóÿ z êîìïîíåíòó ñèëû (23) ïî ìåæ÷àñòè÷íîìó ðàññòîÿíèþ ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ

ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ (ñì. ïðèëîæåíèå A):

U(R, θ0) = q2

∞∑
n=0

A0
n

Kn+1/2

(
R̃
)

√
R

. (24)

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ A0
n èç (17) è (18) ïîëó÷àåì
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U(R, θ0) = UDLVO + UE0 cos θ0+

+
4πa21q2√
Ra1

∞∑
n=1

σ0
nKn+1/2

(
R̃
)

εã1Kn+3/2 (ã1) + (ε1 − ε)nKn+1/2 (ã1)
+

+
q22

2εR

∞∑
n=0

(2n+ 1)K2
n+1/2

(
R̃
)
Mn+1/2 (ã1, ε, ε1) , (25)

ãäå UDLVO � ïîòåíöèàë Äåðÿãèíà-Ëàíäàó-Ôåðâåÿ-Îâåðáèêà (ÄËÔÎ-ïîòåíöèàë) (ñì., íà-

ïðèìåð â [28]):

UDLVO =
q1q2

εR (1 + kDa1)
e−kD(R−a1) ≡ q1eff q2

εR
e−R̃, (26)

UE0 � ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ íàâåäåííîãî ïîñòîÿííûì âíåøíèì ýëåêòðè÷åñêèì ïî-

ëåì ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà ñ òî÷å÷íûì çàðÿäîì:

UE0 =
a21q2√
Ra1

(ε1 − ε)E0K3/2

(
R̃
)

εã1K5/2 (ã1) + (ε1 − ε) K3/2 (ã1)
. (27)

Òðåòèé ÷ëåí â âûðàæåíèè (25) åñòü âêëàä âçàèìîäåéñòâèÿ íåîäíîðîäíîãî ïîâåðõíîñò-

íîãî çàðÿäà ñ òî÷å÷íûì çàðÿäîì, ÷åòâåðòûé � âêëàä âçàèìîäåéñòâèÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà

ñ íàâåäåííûì èì æå ïîâåðõíîñòíûì çàðÿäîì.

Äëÿ ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ òî÷å÷íîé ÷àñòèöû è ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîé ìàê-

ðî÷àñòèöû σ0
0 = q1/ (4πa21) ïðè E0 = 0 ïîëó÷èì:

U(R) = UDLVO+
q22

2εR

[
I3/2 (ã1)

K3/2 (ã1)
K2

1/2

(
R̃
)

+
∞∑
n=1

(2n+1)K2
n+1/2

(
R̃
)
Mn+1/2 (ã1, ε, ε1)

]
, (28)

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ε1 → ∞, ò.å. åñëè ìàêðî÷àñòèöà ÿâëÿåòñÿ ïðîâîäíèêîì, èç (28)

ñëåäóåò:

U(R) = UDLVO +
q22

2εR

[
I3/2 (ã1)

K3/2 (ã1)
K2

1/2

(
R̃
)
−
∞∑
n=1

(2n+ 1)K2
n+1/2

(
R̃
) In+1/2 (ã1)

Kn+1/2 (ã1)

]
,

êîòîðàÿ ïðè ε = 1 ïåðåõîäèò â ôîðìóëó äëÿ ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîâîäÿùåé

ñôåðû è òî÷å÷íîãî çàðÿäà èç ðàáîòû [28].

Åñëè ðàññìàòðèâàòü âçàèìîäåéñòâèå â îòñóòñòâèå ïëàçìû ïðè kD = 0, òî, ó÷èòûâàÿ

ðàçëîæåíèå ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Áåññåëÿ ïðè ìàëûõ àðãóìåíòàõ (ñì. [39]), èç

(22) è (28) íàõîäèì:

F ≡ Fz =
q1q2
εR2

+
q22
εR2

∞∑
n=1

n(n+ 1) (ε− ε1)
(n+ 1)ε+ nε1

(a1
R

)2n+1

, (29)
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U(R) =
q1q2
εR

+
q22

2εR

∞∑
n=1

(ε− ε1)n
(n+ 1)ε+ nε1

(a1
R

)2n+1

. (30)

Ýòè âûðàæåíèÿ ñîâïàäàþò ñ âûðàæåíèÿìè äëÿ ñèëû è ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ

òî÷å÷íîãî çàðÿäà ñ äèýëåêòðè÷åñêèì øàðîì â îäíîðîäíîì äèýëåêòðèêå [37].

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ, êîãäà íà ïîâåðõíîñòè ìàêðî÷àñòèöû èìå-

åòñÿ íåîäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà. Íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà ìî-

æåò ïîääåðæèâàòüñÿ, íàïðèìåð, â ïðîöåññå ôîòîýìèññèîííîé çàðÿäêè ïûëåâûõ ÷àñòèö

âíåøíèì èñòî÷íèêîì óëüòðàôèîëåòîâîãî èçëó÷åíèÿ èëè íà ïûëåâûõ ÷àñòèöàõ, ëåâèòè-

ðóþùèõ â ïðèýëåêòðîäíîì ñëîå Â×-ðàçðÿäà, â êàòîäíîì ñëîå èëè ñòðàòàõ â ðàçðÿäàõ

ïîñòîÿííîãî òîêà, ãäå ôîðìèðóþòñÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ëîâóøêè äëÿ ïûëåâûõ ÷àñòèö

è èìåþòñÿ ñèëüíîíàïðàâëåííûå èîííûå ïîòîêè.

Ïîñêîëüêó çàðÿä íà ìàêðî÷àñòèöå ôîðìèðóåòñÿ ïîòîêàìè ýëåêòðîíîâ è èîíîâ, àñèì-

ìåòðè÷íîñòü êîòîðûõ âûçâàíà äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â îáëàñòè ëåâèòàöèè

ìàêðî÷àñòèöû, òî ïîëîæèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íî âäîëü

íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

σ (β) =
∞∑
n=0

σnPn(cos β).

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé ñëîæåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà [42], äëÿ òàêîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ çàðÿäà íàõîäèì:

σ0
n = σnPn(cos θ0),

σmn = 2
(n−m)!

(n+m)!
σnP

m
n (cos θ0),

σ−mn = 0, n = 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . n.

(31)

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà ñ ïðåîáëàäàíèåì ìîíîïîëüíîãî è äèïîëüíîãî ìîìåíòîâ,

ò.å. êîãäà σ = σ0 + σ1 cos β èç âûðàæåíèé (23) è (25) íàõîäèì (îòìåòèì, ÷òî Fy ≡ 0 äëÿ

ëþáîãî àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íî âäîëü íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ïîñòîÿííî-

ãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà, à âûðàæåíèå äëÿ z-ñîñòàâëÿþùåé ñèëû

ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç (22):

Fx = −
q2K3/2

(
R̃
)

sin θ0a
3/2
1

R3/2

(ε1 − ε)E0 + 4πσ1
εã1K5/2 (ã1) + (ε1 − ε) K3/2 (ã1)

, (32)

U(R, θ0) = UDLVO + (UE0 + Uσ1) cos θ0+

+
q22

2εR

∞∑
n=0

(2n+ 1)K2
n+1/2

(
R̃
)
Mn+1/2 (ã1, ε, ε1) , (33)
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ãäå

Uσ1 =
q2√
Ra1

4πa21σ1K3/2

(
R̃
)

εã1K5/2 (ã1) + (ε1 − ε) K3/2 (ã1)
. (34)

2.3 Ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ìàêðî÷àñòèöó

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñðåäà íàõîäèòñÿ â ìåõàíè÷åñêîì è òåïëîâîì ðàâíîâåñèè, íà ýëå-

ìåíò ïîâåðõíîñòè äèýëåêòðèêà äåéñòâóåò óäåëüíûé ìîìåíò ñèë [43]:

m =
ε

4π

{
[r× E] (nE)− 1

2
E2 [r× n]

}
. (35)

Èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðèñîåäèíåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà è

èõ ïðîèçâîäíûõ [42], äëÿ ïðîåêöèé ìîìåíòîâ íà äåêàðòîâû îñè íàõîäèì (ñì. ïðèëîæå-

íèå B):

Mx =

2πˆ

0

πˆ

0

mx (θ, ϕ) sin θdθdϕ =

= 4
3
πa31σ

−1
1 E0 cos θ0

εã1K5/2 (ã1)

εã1K5/2 (ã1) + (ε1 − ε)K3/2 (ã1)
−

− q2
2

∞∑
n=1

4πn (n+ 1)σ−1n a
3/2
1

εã1Kn+3/2 (ã1) + (ε1 − ε)nKn+1/2 (ã1)

Kn+1/2

(
R̃
)

√
R

, (36)

My =

2πˆ

0

πˆ

0

my (θ, ϕ) sin θdθdϕ =

= 4
3
πa31E0ã1K5/2 (ã1)

ε (σ0
1 sin θ0 − σ1

1 cos θ0)

εã1K5/2 (ã1) + (ε1 − ε)K3/2 (ã1)
+

+
q2
2

∞∑
n=1

n (n+ 1)
4πσ1

na
3/2
1

εã1Kn+3/2 (ã1) + (ε1 − ε)nKn+1/2 (ã1)

Kn+1/2

(
R̃
)

√
R

, (37)

Mz =

2πˆ

0

πˆ

0

mz (θ, ϕ) sin θdθdϕ = −
4
3
πa31εσ

−1
1 E0 sin θ0ã1K5/2 (ã1)

εã1K5/2 (ã1) + (ε1 − ε)K3/2 (ã1)
. (38)

Â ñëó÷àå àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî (âäîëü íàïðàâëåíèÿ âíåøíåãî ïîëÿ) ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñâîáîäíîãî çàðÿäà ïî ïîâåðõíîñòè ïûëåâîé ÷àñòèöû èç (36, 38) èìååì:

Mx = Mz = 0,

11



à âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòà âäîëü îñè y ïðèìåò âèä:

My =
q2
2

∞∑
n=1

4πn (n+ 1)σ1
na

3/2
1

εã1Kn+3/2 (ã1) + (ε1 − ε)nKn+1/2 (ã1)

Kn+1/2

(
R̃
)

√
R

. (39)

Ïðè äåéñòâèè òîëüêî âíåøíåãî ïîëÿ (q2 = 0) èç (36-38) íàõîäèì:

Mx = 4
3
πa31

εσ−11 E0 cos θ0ã1K5/2 (ã1)

εã1K5/2 (ã1) + (ε1 − ε)K3/2 (ã1)
, (40)

My = 4
3
πa31

εE0ã1K5/2 (ã1) (σ0
1 sin θ0 − σ1

1 cos θ0)

εã1K5/2 (ã1) + (ε1 − ε)K3/2 (ã1)
, (41)

Mz = −4
3
πa31

εσ−11 E0 sin θ0ã1K5/2 (ã1)

εã1K5/2 (ã1) + (ε1 − ε)K3/2 (ã1)
. (42)

2.4 Ðåçóëüòàòû

Íà ðèñóíêàõ 2�3 èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè îò L = R − a1, íàèìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ ìàêðî÷àñòèöû è òî÷å÷íûì çàðÿäîì, ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âçà-

èìîäåéñòâèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ ýêðàíèðîâàíèÿ (äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî

ïëàçìåííàÿ ñðåäà, ïîýòîìó ïðèíÿòî, ÷òî ε = 1). Ïîëàãàëîñü, ÷òî ñâîáîäíûé çàðÿä îä-

íîðîäíî ðàñïðåäåëåí ïî ïîâåðõíîñòè ìàêðî÷àñòèöû. Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïîòåíöèàë

âçàèìîäåéñòâèÿ â ñëó÷àå ïðîâîäÿùåé ìàêðî÷àñòèöû ñ ε1 = ∞ ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷à-

åòñÿ îò ïîòåíöèàëà äëÿ ÷àñòèöû ñ ε1 = 81 íà âñåõ ìåæ÷àñòè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ.

Ðèñ. 2: Çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ìàêðî÷àñòèöû ñ òî÷å÷íûì
çàðÿäîì äëÿ q1 = 103e, a1 = 10 ìêì, q2 = 102e, k−1D = 50 ìêì, ε = 1 îò L ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè: 1 � ε1 = 2, 2 � ε1 = 4, 3 � ε1 = 81. Ñïëîø-
íûå ëèíèè � ðàñ÷åò èç (33), òî÷êè � ôîðìóëà (43), 4 � (30) ïðè ε1 = 2, 5 � (30) ïðè
ε1 =∞, 6 � DLVO-ïîòåíöèàë (26).

Èç ðèñóíêàõ 2�3 âèäíî, ÷òî íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó îäíîèìåííî çàðÿæåí-

íîé ñôåðè÷åñêîé ìàêðî÷àñòèöåé è òî÷å÷íûì çàðÿäîì îòòàëêèâàíèå ïåðåõîäèò â ïðèòÿ-
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Ðèñ. 3: Çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ìàêðî÷àñòèöû ñ òî÷å÷íûì
çàðÿäîì äëÿ q1 = 104e, a1 = 100 ìêì, q2 = 102e, k−1D = 50 ìêì îò L ïðè ðàçëè÷íûõ çíà-
÷åíèÿõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè: 1 � ε1 = 2, 2 � ε1 = 4, 3 � ε1 = 81. Ñïëîøíûå
ëèíèè � ðàñ÷åò èç (33), òî÷êè � ôîðìóëà (43), 4 � (30) ïðè ε1 = 2, 5 � (30) ïðè ε1 =∞,
6 � DLVO-ïîòåíöèàë (26).

æåíèå, ïðè÷åì ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ýòîò ïåðåõîä

ïðîèñõîäèò íà áîëüøèõ ìåæ÷àñòè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ. Ïðè ðàñ÷åòàõ ó÷èòûâàëèñü ïåðâûå

104 ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà (çàìåòèì, ÷òî òàêîå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ

òðåáîâàëîñü òîëüêî ïðè L = 0.1 ìêì, ïðè ýòîì ïåðâûé îòáðàñûâàåìûé ÷ëåí áûë â 1031

ðàç ìåíüøå ñàìîãî ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñ ðîñòîì ìåæ÷àñòè÷íîãî ðàññòîÿíèÿ

÷èñëî íåîáõîäèìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ óêàçàííîé òî÷íîñòè ÷ëåíîâ áûñòðî óìåíüøàåòñÿ).

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ðàáîòå [28], ÷òî íåñìîòðÿ íà áîëüøèé (â 10 ðàç) çàðÿä ìàêðî÷à-

ñòèöû â ðàñ÷åòàõ â ïëàçìå ñ áîëåå ñèëüíûì ýêðàíèðîâàíèåì, ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ â

ìàêñèìóìå îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå, ÷åì â ìåíåå ïëîòíîé ïëàçìå. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì

âëèÿíèÿ êàê ðàçìåðà ìàêðî÷àñòèö (ñðàâíèòü êðèâûå 4, 5 íà ðèñ. 2 è 3), òàê è ïëàç-

ìåííîãî ýêðàíèðîâàíèÿ (UDLVO |L=0 ðàâåí 4.8 ýÂ ïðè áîëåå ñèëüíîì ýêðàíèðîâàíèè è

12.9 ýÂ ïðè áîëåå ñëàáîì).

Íà ðèñóíêàõ 2�3 ïðèâåäåíû òàêæå êðèâûå, ðàññ÷èòàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðà-

æåíèÿ

Ua(R) = UDLVO (R) +
(a1
R

)2 ε1 − ε
ε1 + 2ε

a1q2E0 cos θ0+

+
∞∑
n=1

(a1
R

)n+1 q2
(n+ 1) ε+ nε1

[
4πa1σ

0
n +

q2
2εR

(ε− ε1)n
]
, (43)

êîòîðîå ïîëó÷åíî èç (25) ñ ñîõðàíåíèåì ýôôåêòîâ ýêðàíèðîâàíèÿ òîëüêî â DLVO-

ïîòåíöèàëå. Âèäíî, ÷òî âûðàæåíèå (43) â äàííîì ñëó÷àå õîðîøî îïèñûâàåò ïîòåíöè-

àëüíóþ ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ â ïëàçìå íà âñåõ ðàññòîÿíèÿõ.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê íåîäíîðîäíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñâîáîäíîãî çàðÿäà ïî ïîâåðõíî-
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ñòè ìàêðî÷àñòèöû, à èìåííî ê ñëó÷àþ ðàñïðåäåëåíèÿ, àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íîãî âäîëü

íàïðàâëåíèÿ âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

âàæíû òîëüêî ìîíîïîëüíûé è äèïîëüíûé ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà. Â

ýòîì ñëó÷àå èç (32) âèäíî, ÷òî ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû âäîëü îñè x îòëè÷íà îò íóëÿ. Ýòà ñè-

ëà ñòðåìèòñÿ ïîâåðíóòü òî÷å÷íûé çàðÿä òàê, ÷òîáû íàïðàâëåíèå ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé

äâå ÷àñòèöû, ñîâïàëî ñ íàïðàâëåíèåì âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Â ýòîì ïîëîæå-

íèè (θ0 = 0 èëè π) ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ (33) èìååò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèÿ êàê

ôóíêöèÿ (θ0): ïðè îäíîì çíà÷åíèè θ0 áóäåò ìàêñèìóì, à ïðè äðóãîì � ìèíèìóì. Ãäå

èìåííî áóäåò íàõîäèòüñÿ ìàêñèìóì, à ãäå ìèíèìóì, çàâèñèò êàê îò çíàêîâ q2 è σ1, òàê

è îò çíà÷åíèé E0, σ1 è ε1.

Ðèñ. 4: Çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ íåîäíîðîäíîãî ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà
ñ òî÷å÷íûì çàðÿäîì (34) (êðèâûå 1�3 ) è è íàâåäåííîãî ïîñòîÿííûì âíåøíèì ýëåê-
òðè÷åñêèì ïîëåì ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà ñ òî÷å÷íûì çàðÿäîì (27) (êðèâûå 4�6 ) äëÿ
q1 = 103e, a1 = 10 ìêì, q2 = 102e, k−1D = 100 ìêì, E0 = 10 Â/ñì, σ1 = σ0 = q1/ (4πa21)
îò L ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè: (1,4 ) � ε1 = 2; (2,5 ) �
ε1 = 4; (3,6 ) � ε1 = 81.

Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè UE0 (L) è Uσ1 (L), ðàññ÷èòàííûå èç (27) è (34),

ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ìàêðî÷à-

ñòèöû. Âèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ ε1 áîëåå âàæíûì îêàçûâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå äèïîëüíîãî

ìîìåíòà ñâîáîäíîãî çàðÿäà ñ òî÷å÷íûì çàðÿäîì, à ñ ðîñòîì ε1 � âçàèìîäåéñòâèå íàâå-

äåííîãî ïîñòîÿííûì âíåøíèì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà ñ òî÷å÷íûì

çàðÿäîì. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ ε1 âåëè÷èíà Uσ1 ñðàâíèìà ñ ïîòåíöèàëîì âçàè-

ìîäåéñòâèÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ñ ðàâíîìåðíî çàðÿæåííûì äèýëåêòðèêîì, ïîýòîìó äîëæ-

íà ó÷èòûâàòüñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè òàêèõ ÿâëåíèé êàê êîàãóëÿöèÿ ïûëåâûõ ÷àñòèö â

ïëàçìå. À ïðè áîëüøèõ ε1 ñòàíîâèòñÿ íå ìàëîé âåëè÷èíà UE0 .

Â îáëàñòè ëåâèòàöèè ïûëåâûõ ÷àñòèö ïîòîê ïîëîæèòåëüíûõ èîíîâ ïëàçìû íàïðàâ-

ëåí âäîëü âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ñòîðîíà ïîâåðõ-

íîñòè ìàêðî÷àñòèöû, îáðàùåííàÿ ê ïîòîêó èîíîâ áóäåò çàõâàòûâàòü áîëüøå èîíîâ, ÷åì

ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñòîðîíà, à ïîòîê ýëåêòðîíîâ íà ìàêðî÷àñòèöó ìåíåå ÷óâñòâèòåëåí ê
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âíåøíåìó ïîëþ è îáû÷íî áîëåå èçîòðîïåí èç-çà âûñîêîé òåìïåðàòóðû ýëåêòðîíîâ â ðàç-

ðÿäå. Ñëåäîâàòåëüíî, äèïîëüíûé ìîìåíò ðàñïðåäåëåíèÿ ñâîáîäíîãî çàðÿäà ïî ïîâåðõ-

íîñòè ìàêðî÷àñòèöû áóäåò èìåòü îòðèöàòåëüíûé çíàê êàê â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî, òàê

è ïîëîæèòåëüíîãî ïîëíîãî çàðÿäà. Â ýòîì ñëó÷àå ÷ëåíû UE0 è Uσ1 â (33) áóäóò èìåòü

ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè è áóäóò â íåêîòîðîé ñòåïåíè êîìïåíñèðîâàòü äðóã äðóãà.

Ðèñ. 5: Çàâèñèìîñòè ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ (33) ìàêðî÷àñòèöû ñ òî÷å÷íûì çà-
ðÿäîì äëÿ q1 = −103e, a1 = 10 ìêì, q2 = −102e, k−1D = 100 ìêì, E0 = 10 Â/ñì,
σ1 = σ0 = q1/ (4πa21) îò L ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè:
(1 ) � ε1 = 2; (2 ) � ε1 = 81. Ñïëîøíûå êðèâûå � θ0 = 1

2
π, ïóíêòèðíûå � θ0 = 0, øòðèõ-

ïóíêòèðíûå � θ0 = π.

Íà ðèñóíêå 5 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè ðÿäå çíà-

÷åíèé óãëà θ0, ðàññ÷èòàííûå äëÿ îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííîé ìàêðî÷àñòèöû è îòðèöà-

òåëüíîãî òî÷å÷íîãî çàðÿäà. Âèäíî, ÷òî ïðè ìàëîì çíà÷åíèè ε1 = 2 ïðè èñïîëüçîâàííûõ

â ðàñ÷åòå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ îêàçûâàåòñÿ ìèíè-

ìàëüíûì ïðè θ0 = π è ìàêñèìàëüíûì ïðè θ0 = 0, à ïðè ε1 = 81 âñå íàîáîðîò.

2.5 Âðàùåíèå ïûëåâûõ ÷àñòèö

Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûìè íàìè âûðàæåíèÿìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà ñèë, äåé-

ñòâóþùèõ íà ìàêðî÷àñòèöó äëÿ îáñóæäåíèÿ âðàùåíèÿ ïûëåâûõ ÷àñòèö â ïûëåâîé ïëàç-

ìå âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè, î êîòîðîì ñîîáùàëîñü â ðàáîòàõ [44�47]. Â îòñóòñòâèå ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà íà ïûëåâûõ

÷àñòèöàõ â ñðåäíåì ïî âðåìåíè áóäåò àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íûì âäîëü íàïðàâëåíèÿ

âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Äëÿ òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà èç (40-42) ñëåäóåò,

÷òî

Mx = My = Mz = 0,

ò.å. äëÿ àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà ìîìåíò ñèë,

äåéñòâóþùèõ íà óåäèíåííóþ ïûëåâóþ ÷àñòèöó â îáëàñòè åå ëåâèòàöèè, áóäåò ðàâåí
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íóëþ, ÷òî íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ âûâîäàìè ðàáîòû [47] îá îòñóòñòâèè ñîáñòâåííîãî

âðàùåíèÿ ïûëåâûõ ÷àñòèö ñôåðè÷åñêîé ôîðìû â ðàçðÿäå áåç ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îòìå-

òèì, ÷òî â ñëó÷àå ïûëåâûõ ÷àñòèö èç ïðîâîäÿùåãî ìàòåðèàëà âñå ìîìåíòû òàêæå îáðà-

òÿòñÿ â íóëü (âî âñåõ âûøåíàçâàííûõ ðàáîòàõ [44�47] èññëåäîâàëîñü âðàùåíèå òîëüêî

äèýëåêòðè÷åñêèõ ïûëåâûõ ÷àñòèö).

Ïðè íàëîæåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ àêñèàëüíàÿ ñèììåòðèÿ çàäà÷è íàðóøèòñÿ è â ýòîì

ñëó÷àå âîçìîæíî ïîÿâëåíèå òàêîãî íåîäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà, ÷òî σ−11 è,

âîçìîæíî, (σ0
1 sin θ0 − σ1

1 cos θ0) ñòàíóò îòëè÷íûìè îò íóëÿ. Ïîêàæåì ýòî êà÷åñòâåííî.

Íàïðàâèì îñü z âäîëü íàïðàâëåíèÿ E0 (θ0 = 0), à îñü x âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ðà-

áîòå [47] èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ B íå ïðåâûøàëà 300 Ãñ; â òàêèõ ïîëÿõ ýëåêòðîíû

çàìàãíè÷åíû, à èîíû � ïðàêòè÷åñêè íåò. Ïîýòîìó ìàãíèòíîå ïîëå â óñëîâèÿõ ýêñïå-

ðèìåíòîâ [47] ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿëî íà òîê èîíîâ â ñëîå (ñòðàòå), à â ñêðåùåííûõ

ýëåêòðè÷åñêîì è ìàãíèòíîì ïîëÿõ èìååòñÿ äðåéôîâûé òîê ýëåêòðîíîâ, íàïðàâëåííûé

âäîëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ [E×B], òî åñòü âäîëü íàïðàâëåíèÿ îñè y. Îòìåòèì,

÷òî ïðè B ∼ 300 Ãñ ýòîò òîê çàìåòíî ïðåâîñõîäèò äðåéôîâûé òîê ýëåêòðîíîâ âäîëü

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì íàïèñàòü, ÷òî ïîòîê èîíîâ íà ìàêðî-

÷àñòèöó â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè áóäåò îïèñûâàòüñÿ çàâèñèìîñòüþ Ji = J0i−J1i cos θ,

à ïîòîê ýëåêòðîíîâ ñ òîé æå òî÷íîñòüþ � çàâèñèìîñòüþ Je = J0e + J1e sinϕ.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîòíîñòü ýëåêòðîííîãî çàðÿäà íà ïîâåðõíîñòè ïûëåâûõ

÷àñòèö ïîâòîðÿåò óãëîâóþ çàâèñèìîñòü ïîòîêà ýëåêòðîíîâ, à èîíîâ � ïîòîêà èîíîâ,

òîãäà

σ (θ, ϕ) ≈ σi + σe ∼ σ0 − σ1i cos θ + σ1e sinϕ.

Äëÿ òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà èç (12) íàõîäèì, ÷òî σ0
1 = −σ1i, σ1

1 = 0

è σ−11 = 3π
8
σ1e. Ñëåäîâàòåëüíî, êàê âèäíî èç (40-42), áóäåò îòëè÷íûì îò íóëÿ òîëüêî

ìîìåíò Mx. Â ðåæèìå ñëàáîãî ýêðàíèðîâàíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ íàõîäèì:

Mx ≈
3π2a31σ1eE0

2 (2 + ε1)
. (44)

Ìîìåíò ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ ãàçà äëÿ âðàùàþùåéñÿ ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû ñîãëàñíî

ðàáîòå [48] îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

Mfr =
2π

3
%gasvth,gasωrota

4
1, (45)

ãäå %gas � ïëîòíîñòü ãàçà, vth,gas � òåïëîâàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö ãàçà, ωrot � óãëîâàÿ ñêîðîñòü

âðàùåíèÿ ïûëåâîé ÷àñòèöû. Ó÷òåì óñëîâèå ëåâèòàöèè ïûëåâûõ ÷àñòèö

q1E0 +mdg = 0,

ãäå md � ìàññà ïûëåâîé ÷àñòèöû, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Ââåäåì òàêæå

ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ñòåïåíü àíèçîòðîïíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà ýëåêòðîíîâ ïî
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ïîâåðõíîñòè ïûëåâûõ ÷àñòèö:

ζ1e =
4πa21σ1e
q1

.

Â èòîãå, ïðèðàâíÿâ (45) è (44), äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïûëåâûõ ÷àñòèö íàõî-

äèì:

ωrot = − 3πζ1e
4 (2 + ε1)

%d
%gas

g

vth,gas
. (46)

ãäå %d � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ïûëåâîé ÷àñòèöû. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â ðàññìàòðè-

âàåìîì ïðèáëèæåíèè óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ðàçðÿäà òîëüêî

÷åðåç ïàðàìåòð ζ1e è ÿâíî íå çàâèñèò íè îò ðàçìåðà ïûëåâûõ ÷àñòèö, íè îò èõ çàðÿäà.

Ïðîâåäåì îöåíêè óãëîâîé ñêîðîñòè ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ ïûëåâûõ ÷àñòèö äëÿ

óñëîâèé ýêñïåðèìåíòîâ [47], ãäå èññëåäîâàëîñü âðàùåíèå ïîëûõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö

èç ñòåêëà â íåîíå ïðè äàâëåíèè p = 0.15 Òîðð. Ïîëîæèì, ÷òî

ζ1e = 10−2, T = 300K, %d ∼ 2 ã/ñì3, ε1 ∼ 6.

Èç (46) íàõîäèì, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âîêðóã îñè x (íàïîìíèì, ÷òî ìû åå

íàïðàâèëè âäîëü íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè) ωrot ∼ 500 ðàä/ñ. Òàêîå

çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè è íàïðàâëåíèå îñè âðàùåíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ ñîîáùàåìûìè

â [47], ïðè÷åì òàêîå áîëüøîå çíà÷åíèå îáåñïå÷èâàåòñÿ âñåãî ëèøü 1% àíèçîòðîïèåé

ýëåêòðîííîãî çàðÿäà. Äëÿ áîëåå òî÷íîãî êîëè÷åñòâåííîãî ñðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî áîëåå

ñòðîãîå ðàññìîòðåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà â ýêñïåðèìåíòàõ.

3 Âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö

Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû ðàññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö êîíå÷-

íîãî ðàçìåðà, íåðàâíîìåðíî çàðÿæåííûõ â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî ïîëÿ. Ïðè ýòîì ïëàç-

ìó èç íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ èñêëþ÷èì. Ìû íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî

ïîòåíöèàëà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå è ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïîäðîáíî

ðàññìîòðèì âîïðîñ î âçàèìîäåéñòâèè ðàâíîìåðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, à èìåííî: îïðå-

äåëèì ïðè êàêèõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó çàðÿäàìè è ðàäèóñàìè îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ

÷àñòèö ìåæäó íèìè íàáëþäàåòñÿ ïðèòÿæåíèå íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ.

3.1 Ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà

Ðàññìîòðèì äâå ñôåðè÷åñêèå ÷àñòèöû ñ ðàäèóñàìè a1, a2, ñ ïîâåðõíîñòíûìè çàðÿäàìè

σ1, σ2, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå íåðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî èõ ïîâåðõíîñòÿì, è ñ

äèýëåêòðè÷åñêèìè ïîñòîÿííûìè ε1, ε2, ïîìåùåííûå â îäíîðîäíûé äèýëåêòðèê (ïðîíè-

öàåìîñòüþ ε) è ïîñòîÿííîå è îäíîðîäíîå äî ââåäåíèÿ ÷àñòèö âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå

ïîëå E0. Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû âåêòîð íàïðÿæåííîñòè âíåø-

íåãî ïîëÿ ëåæàë â ïëîñêîñòè xz, à îñü z íàïðàâëåíà âäîëü ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû

÷àñòèö (ñì. ðèñóíîê 6).
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Ðèñ. 6: Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè äâóõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö ðàäèóñàìè a1 è
a2 â áèñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ξ, η, ϕ).

Äàëåå ââåäåì áèñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (ñì. [37,49]), êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 6:

x =
a sin η cosϕ

ch ξ − cos η
, y =

a sin η sinϕ

ch ξ − cos η
, z =

a sh ξ

ch ξ − cos η
,

ãäå

ch ξ1 =
R2 + a21 − a22

2Ra1
, ch ξ2 =

R2 + a22 − a21
2Ra2

,

R = z1 − z2 = a (cth ξ1 + cth ξ2) = a1 ch ξ1 + a2 ch ξ2,

a = a1 sh ξ1 = a2 sh ξ2, z1 = a cth ξ1 = a1 ch ξ1, z2 = −a cth ξ2 = −a2 ch ξ2.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé çàäà÷è.

Ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö â îäíîðîäíîì äèýëåêòðèêå

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆φ = 0, êîòîðîå â áèñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ÷à-

ñòè÷íî ðàçäåëèìî è ìîæåò áûòü ðåøåíî ïîäñòàíîâêîé

φ(ξ, η, ϕ) =
√

ch ξ − cos ηΨ(ξ, η, ϕ). (47)

Îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â áèñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ â îáëàñòÿõ
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âíóòðè ÷àñòèö è âî âíåøíåé îáëàñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ΨI(ξ, η, ϕ) =
∞∑
l=0

l∑
m=0

[
Aml cos (mϕ) + A−ml sin (mϕ)

]
e−(l+ 1

2)ξPm
l (cos η), (48)

ΨII(ξ, η, ϕ) =
∞∑
l=0

l∑
m=0

[
Bm
l cos (mϕ) +B−ml sin (mϕ)

]
e(l+

1
2)ξPm

l (cos η). (49)

ΨIII(ξ, η, ϕ) =
∞∑
l=0

l∑
m=0

{[
Cm
l cos (mϕ) + C−ml sin (mϕ)

]
e−(l+ 1

2)ξ+

+
[
Dm
l cos (mϕ) +D−ml sin (mϕ)

]
e(l+

1
2)ξ
}
Pm
l (cos η), (50)

Ïîòåíöèàë âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èìååò âèä:

φ0 = −E0x
a sin η cosϕ

ch ξ − cos η
− E0z

a sh ξ

ch ξ − cos η
, (51)

ãäå E0x = E0 sin θ0, E0z = E0 cos θ0. Åãî ðàçëîæåíèå ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà â íàøåé

áèñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

φ0 = −
√

2aE0z sgn ξ
√

ch ξ − cos η
∞∑
l=0

(2l + 1) e−(l+ 1
2)|ξ|Pl(cos η)

− 2
√

2aE0x

√
ch ξ − cos η

∞∑
l=1

e−(l+ 1
2)|ξ|P 1

l (cos η) cosϕ. (52)

Â ñèëó ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ðåçóëüòèðóþùèé ïîòåíöèàë â îáëàñòè III áóäåò ñóììîé

âûðàæåíèé (52) è (50).

Èç íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà è ðàçðûâà íîðìàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà ýëåê-

òðè÷åñêîé èíäóêöèè âûòåêàþò ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ [43]:

φ |ξ=ξ1−0= φ |ξ=ξ1+0, φ |ξ=−ξ2−0= φ |ξ=−ξ2+0, (53)

ε
1

hξ

∂φ

∂ξ
|ξ=ξ1−0 −ε1

1

hξ

∂φ

∂ξ
|ξ=ξ1+0 = 4πσ1,

ε2
1

hξ

∂φ

∂ξ
|ξ=−ξ2−0 −ε

1

hξ

∂φ

∂ξ
|ξ=−ξ2+0 = 4πσ2,

(54)

ãäå σ1, σ2 � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ ïåðâîé è âòîðîé ìàêðî÷àñòèö,

ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè η è ϕ, hξ � êîýôôèöèåíò

Ëàìý (ñì. íèæå).

Ðàñïðåäåëåíèå ñâîáîäíûõ ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ ëåã÷å âñåãî íàéòè â ñôåðè÷åñêîé
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ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå êàæäîé èç ÷àñòèö:

σi(θi, ϕ) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

(
σmi,n cosmϕ+ σ−mi,n sinmϕ

)
Pm
n (cos θi), i = 1, 2. (55)

Çäåñü θi � øèðîòà òî÷êè ïîâåðõíîñòè i-îé ÷àñòèöû â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ

ïîëþñîì â åå öåíòðå, ϕ � äîëãîòà ýòîé òî÷êè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàçëîæåíèå ðàñïðå-

äåëåíèÿ (55) ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà â áèñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä

(ñì. ïðèëîæåíèå C):

σi(θi, ϕ) =
√

ch ξi − cos η
∞∑
l=0

l∑
m=0

(
σ̃mi,l cosmϕ+ σ̃−mi,l sinmϕ

)
× e−(l+ 1

2)|ξi|Pm
l (cos η), i = 1, 2; (56)

ãäå

σ̃±mi,l =
∞∑
n=m

bnmi,l σ
±m
i,n , (57)

bnmi,l = 2m+ 1
2 e−(n−m)ξi shm ξi

(l −m)!

(l +m)!

×
min(l,n)−m∑

ν=0

(−1)n−m+ν e2νξi
(l + n− ν)!

ν! (n−m− ν)! (l −m− ν)!
. (58)

Èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà (53) âûðàçèì êîýôôèöèåíòû A±ml è B±ml
÷åðåç C±ml è D±ml :

Al = Cl +Dle
2(l+ 1

2)ξ1 −
√

2aE0z (2l + 1) , (59)

Bl = Cle
2(l+ 1

2)ξ2 +Dl +
√

2aE0z (2l + 1) , (60)

A1
l = C1

l +D1
l e

2(l+ 1
2)ξ1 − 2

√
2aE0x, (61)

B1
l = C1

l e
2(l+ 1

2)ξ2 +D1
l − 2

√
2aE0x, (62)

A±ml = C±ml +D±ml e2(l+
1
2)ξ1 ,m > 1; (63)

B±ml = C±ml e2(l+
1
2)ξ2 +D±ml ,m > 1. (64)

Çàòåì, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (54) è ñâîéñòâà ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé Ëåæàíäðà [42],
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ïîñëå íåñëîæíûõ, íî äëèííûõ âûêëàäîê ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëå-

íèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà:

A±ml yl−1 + C±ml yl + B±ml yl+1 = F±ml ,

(
l = 0, 1, . . .∞,
m = 0, 1, . . . l;

)
(65)

ãäå

yl =

(
C±ml
D±ml

)
,

A±ml = (l −m)

(
(ε− ε1) e−(l− 1

2)ξ1 − (ε+ ε1) e
(l− 1

2)ξ1

− (ε+ ε2) e
(l− 1

2)ξ2 (ε− ε2) e−(l− 1
2)ξ2

)
, (66)

(
C±ml

)
11

= (ε− ε1) [sh ξ1 − (2l + 1) ch ξ1] e
−(l+ 1

2)ξ1 ,(
C±ml

)
12

= [(ε− ε1) sh ξ1 + (2l + 1) (ε+ ε1) ch ξ1] e
(l+ 1

2)ξ1 ,(
C±ml

)
21

= [(ε− ε2) sh ξ2 + (2l + 1) (ε+ ε2) ch ξ2] e
(l+ 1

2)ξ2 ,(
C±ml

)
22

= (ε− ε2) [sh ξ2 − (2l + 1) ch ξ2] e
−(l+ 1

2)ξ2 ,

(67)

B±ml = (l +m+ 1)

(
(ε− ε1) e−(l+ 3

2)ξ1 − (ε+ ε1) e
(l+ 3

2)ξ1

− (ε+ ε2) e
(l+ 3

2)ξ2 (ε− ε2) e−(l+ 3
2)ξ2

)
, (68)

(F l)1 = 2a
{

4πσ̃1,l + (ε− ε1)
√

2E0z [ch ξ1 − (2l + 1) sh ξ1]
}
e−(l+ 1

2)ξ1 ,

(F l)2 = 2a
{

4πσ̃2,l − (ε− ε2)
√

2E0z [ch ξ2 − (2l + 1) sh ξ2]
}
e−(l+ 1

2)ξ2 ,
(69)

F 1
l =

(
2a
[
4πσ̃1

1,l − (ε− ε1) 2
√

2E0x sh ξ1
]
e−(l+ 1

2)ξ1

2a
[
4πσ̃1

2,l − (ε− ε2) 2
√

2E0x sh ξ2
]
e−(l+ 1

2)ξ2

)
, (70)

F±ml =

(
8πaσ̃±m1,l e

−(l+ 1
2)ξ1

8πaσ̃±m2,l e
−(l+ 1

2)ξ2

)
. (71)

Äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèíöèïèàëüíî ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ ýëåêòðîñòàòè÷å-

ñêóþ çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ïîòåíöèàëà. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ñ áëî÷íîé òðåõ-

äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ðàçðàáîòàíî íåñêîëüêî ÷èñëåííûõ

ìåòîäîâ, â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìàòðè÷íîé ïðîãîíêè è ðåäóêöèè [50].

Íà ðèñóíêå 7 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ïîòåíöèàëà ïîâåðõíîñòè ìàêðî÷àñòèö â ñëó÷àå

áîëüøîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ε1 = ε2 = 105 äëÿ ÷àñòèö îäèíàêîâîãî è ðàçíîãî

ðàäèóñîâ îò íàèìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èõ ïîâåðõíîñòÿìè: L = (R− a1 − a2). Ïðè
òàêîé áîëüøîé äèýëåêòðè÷åñêèé ïðîíèöàåìîñòè ÷àñòèöû âåäóò ñåáÿ ïðàêòè÷åñêè êàê

ìåòàëëè÷åñêèå, ïîýòîìó ïîòåíöèàë ïî÷òè íå ìåíÿåòñÿ íà âñåé ïîâåðõíîñòè ìàêðî÷à-

ñòèöû (äàííûå äëÿ η = 0 è π, ãäå ïîòåíöèàë ìèíèìàëåí è ìàêñèìàëåí, ïðàêòè÷åñêè
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Ðèñ. 7: Ïîòåíöèàëû ïîâåðõíîñòåé ìàêðî÷àñòèö êàê ôóíêöèè íàèìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó èõ ïîâåðõíîñòÿìè: 1 � ïðè a1 = a2 = 10 ìêì, q1 = q2 = 103e; 2,3 � ïðè a1 = 10
ìêì, a2 = 1 ìêì, q1 = 103e, q2 = 102e (2 � ïîòåíöèàë ïîâåðõíîñòè áîëüøåé ÷àñòèöû, 3 �
ìåíüøåé). Ñïëîøíûå ëèíèè � ðàñ÷åòû â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðè ε1 = ε2 = 105 äëÿ η = 0,
ñèìâîëû � äëÿ ìàêðî÷àñòèö èç ïðîâîäÿùåãî ìàòåðèàëà ε1 = ε2 =∞ ñîãëàñíî [28,51].

ñîâïàäàþò. Íàïðèìåð, ïðè L = 10−7 ñì îòíîøåíèå ïîòåíöèàëîâ ó ïîâåðõíîñòè â ñëó÷àå

÷àñòèö îäèíàêîâîãî ðàçìåðà ïðè η = 0 è η = π îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû íà 8.4×10−6). Íà-

áëþäàåòñÿ ïîëíîå ñîãëàñèå ñ àíàëîãè÷íûì ãðàôèêîì äëÿ ìåòàëëè÷åñêèõ ìàêðî÷àñòèö

èç ðàáîò [28,51].

3.2 Âû÷èñëåíèå ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ

Ïðè âû÷èñëåíèè ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèë, ïðèëîæåííûõ ê äèýëåêòðè÷åñêîìó òåëó ìîæ-

íî èñïîëüçîâàòü ìàêñâåëëîâñêèé òåíçîð íàòÿæåíèé [43] (âû÷èñëåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü

äëÿ ïåðâîé ìàêðî÷àñòèöû, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ñî ñòîðîíû ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé îñè

z, ïîýòîìó ñèëà îòòàëêèâàíèÿ ñî ñòîðîíû âòîðîé ìàêðî÷àñòèöû äëÿ íåå áóäåò ïîëîæè-

òåëüíîé, à ïðèòÿæåíèÿ � îòðèöàòåëüíîé):

F =

˛

S

T1ndS, (72)

ãäå

T1n =
ε

4π

(
EnE−

1

2
n1E

2

)
|ξ=ξ1 ≡

ε

4π

(
1

2

(
E2
n − E2

τ

)
n1 + EnEττ 1

)
|ξ=ξ1 , (73)

En =
1

hξ

∂φ

∂ξ
|ξ=ξ1 , n1 = −eξ; Eτ = − 1

hη

∂φ

∂η
|ξ=ξ1 , τ 1 = eη;

e � îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñíûå âåêòîðû. Îòìåòèì, ÷òî

(eξ, ez) = − cos θ, (eη, ez) = − sin θ.
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Èç (72,73) äëÿ ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ïåðâóþ ÷àñòèöó íàõîäèì (âñå âåëè÷èíû ïðè

ξ = ξ1):

F1x =
ε

4π

¨ [
1

2

(
E2
ξ − E2

η − E2
ϕ

) sh ξ sin η cosϕ

ch ξ − cos η
+

+ EξEη
(1− ch ξ cos η) cosϕ

ch ξ − cos η
+ EξEϕ sinϕ

]
hηhϕdηdϕ, (74)

F1y =
ε

4π

¨ [
1

2

(
E2
ξ − E2

η − E2
ϕ

) sh ξ sin η sinϕ

ch ξ − cos η
+

+ EξEη
(1− ch ξ cos η) sinϕ

ch ξ − cos η
− EξEϕ cosϕ

]
hηhϕdηdϕ, (75)

F1z =
ε

4π

¨ [
1

2

(
E2
ξ − E2

η − E2
ϕ

) ch ξ cos η − 1

ch ξ − cos η
+ EξEη

sh ξ sin η

ch ξ − cos η

]
hηhϕdηdϕ, (76)

ãäå hξ, hη è hϕ � êîýôôèöèåíòû Ëàìý, êîòîðûå â áèñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ îïðåäå-

ëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè [37]:

hξ = hη =
a

ch ξ − cos η
, hϕ =

a sin η

ch ξ − cos η
. (77)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïðèñîåäèíåííûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà [37,42,49] (ñì. ïðèëîæå-

íèå E), ïîñëå äëèííûõ âûêëàäîê äëÿ ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ íåîäíîðîäíî çàðÿæåííûõ

äèýëåêòðè÷åñêèõ ñôåð â îäíîðîäíîì äèýëåêòðèêå â ïðèñóòñòâèè îäíîðîäíîãî âíåøíåãî

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íàõîäèì (ñì. ïðèëîæåíèå D):

F1x =
ε

4

∞∑
l=1

l (l + 1)

[
D1
l

(
C̃l−1 + C̃l+1 − 2C̃l

)
− C̃1

l (Dl−1 +Dl+1 − 2Dl)

]
+

+
ε

8

∞∑
l=2

l−1∑
m=1

(l +m+ 1)!

(l −m− 1)!
×

×
[
Dm+1
l

(
C̃m
l−1 + C̃m

l+1 − 2C̃m
l

)
+D

−(m+1)
l

(
C̃−ml−1 + C̃−ml+1 − 2C̃−ml

)
−

− C̃m+1
l

(
Dm
l−1 +Dm

l+1 − 2Dm
l

)
− C̃−(m+1)

l

(
D−ml−1 +D−ml+1 − 2D−ml

)]
, (78)
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F1y =
ε

4

∞∑
l=1

l (l + 1)

[
D−1l

(
C̃l−1 + C̃l+1 − 2C̃l

)
− C̃−1l (Dl−1 +Dl+1 − 2Dl)

]
+

+
ε

8

∞∑
l=2

l−1∑
m=1

(l +m+ 1)!

(l −m− 1)!
×

×
[
D
−(m+1)
l

(
C̃m
l−1 + C̃m

l+1 − 2C̃m
l

)
−Dm+1

l

(
C̃−ml−1 + C̃−ml+1 − 2C̃−ml

)
−

− C̃−(m+1)
l

(
Dm
l−1 +Dm

l+1 − 2Dm
l

)
+ C̃m+1

l

(
D−ml−1 +D−ml+1 − 2D−ml

)]
, (79)

F1z =
ε

4

∞∑
l=0

l∑
m=0

(2l + 1)
(l +m)!

(l −m)!

(
C̃m
l D

m
l + C̃−ml D−ml

)
−

− ε

4

∞∑
l=0

l∑
m=0

(l +m+ 1)!

(l −m)!

[(
C̃m
l D

m
l+1 + C̃−ml D−ml+1

)
+
(
C̃m
l+1D

m
l + C̃−ml+1D

−m
l

)]
. (80)

Çäåñü

C̃l = Cl − (2l + 1)
√

2aE0z, C̃
1
l = C1

l − 2
√

2aE0x, C̃
−1
l = C−1l , C̃±ml = C±ml , m > 1. (81)

Â ñëó÷àå îäíîðîäíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ èç âûðàæåíèé (78�80), âèäíî, ÷òî îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî z-ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû:

F1z =
ε

2

∞∑
n=0

Cn
[
(2n+ 1)Dn − (n+ 1)Dn+1 − nDn−1

]
=
ε

2

∞∑
n=0

Dn

[
(2n+ 1)Cn − (n+ 1)Cn+1 − nCn−1

]
. (82)

3.3 Ïðèòÿæåíèå è îòòàëêèâàíèå îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ ÷à-

ñòèö

Îòòàëêèâàíèå ìåæäó ìåæäó îäíîèìåííî çàðÿæåííûìè ÷àñòèöàìè ìîæåò ïåðåéòè â

ïðèòÿæåíèå íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ èç-çà âçàèìíî íàâåäåííûõ íà èõ ïîâåðõíîñòÿõ çàðÿ-

äîâ. Íàïðèìåð, èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ñ îäíîèìåííî

çàðÿæåííîé ïðîâîäÿùåé ñôåðîé, íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îíè íà÷èíàþò ïðèòÿãèâàòüñÿ

äðóã ê äðóãó [37]. Ïîýòîìó äàëåå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (82) èññëåäóåì ýòîò âîïðîñ â ñëó-

÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö, íåñóùèõ îäíîèìåííûå

çàðÿäû q1, q2, îäíîðîäíî ðàñïðåäåëåííûå ïî èõ ïîâåðõíîñòÿì.

Íà ðèñóíêå 8 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ îäèíàêîâûõ ÷àñòèö

ñ ε1 = ε2 = 25 îò íàèìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè ìàêðî÷àñòèö äëÿ
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Ðèñ. 8: Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ îäíîðîäíî çàðÿæåííûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ñôåð â âàêó-
óìå (ε = 1) êàê ôóíêöèÿ íàèìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èõ ïîâåðõíîñòÿìè L =
(R− a1 − a2) äëÿ ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèé çàðÿäîâ ïðè a1 = a2 = 10−3 ñì, q1 = 103e,
ε1 = ε2 = 25. Êðèâàÿ 1 � q1/q2 = 1.0, 2 � 1.5, 3 � 2.0, 4 � 2.5, 5 � 3.

ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèé çàðÿäîâ. Îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ñèëû ñîîòâåòñòâóþò ïðèòÿ-

æåíèþ, à ïîëîæèòåëüíûå � îòòàëêèâàíèþ. Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì îòíîøåíèÿ çàðÿäîâ

îòòàëêèâàíèå îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ ìàêðî÷àñòèö ïåðåõîäèò â ïðèòÿæåíèå. Äëÿ ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ýòî ïðîèñõîäèò ïðè çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ

q1/q2 ìåæäó 1.5 è 2 (òî÷íåå ïðè q1/q2 ≈ 1.556, à ïðè óìåíüøåíèè îòíîøåíèÿ çàðÿäîâ

ýòî ïðîèñõîäèò ïðè q1/q2 ≈ 0.6426, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì, îáðàòíûì ïðåäûäóùåìó, ñì.

íèæå).

Ðèñóíîê 9 ïîêàçûâàåò, êàê ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñôåð îäèíà-

êîâîãî ðàäèóñà ñ îòíîøåíèåì çàðÿäîâ q1/q2 = 3 ïðè èçìåíåíèè èõ äèýëåêòðè÷åñêîé

ïðîíèöàåìîñòè. ßñíî âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå äèýëåêòðè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ïðèâîäèò ê

óìåíüøåíèþ ñèëû îòòàëêèâàíèÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ è ïðèâîäèò ê ïåðåõîäó îò-

òàëêèâàíèÿ â ïðèòÿæåíèå íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ (ýòî ïðîèñõîäèò ïðè çíà÷åíèè äè-

ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ìåæäó 5 è 10), ïðè÷åì ñèëà ïðèòÿæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ

òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Òàêæå âèäíî, ÷òî

ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñèëà ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò

ñ ñèëîé âçàèìîäåéñòâèÿ ìåòàëëè÷åñêèõ ÷àñòèö.

Íà ðèñóíêå 10 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ äèýëåêòðè÷åñêèõ

÷àñòèö ñ ε1 = ε2 = 25, ñ çàðÿäàìè q1 = 3q2 äëÿ ðàçíûõ îòíîøåíèé èõ ðàäèóñîâ. Âèäíî,

êàê ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ a1/a2 èñ÷åçàåò è ñíîâà ïîÿâëÿåòñÿ ýôôåêò

ïðèòÿæåíèÿ. Òàêîå ïîâåäåíèå ïîíÿòíî èç ðèñóíêà 11, íà êîòîðîì ïðèâåäåíû êðèâûå äëÿ

íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ÷àñòèö, êîòîðûå îãðàíè÷èâàþò

îáëàñòü ïàðàìåòðîâ íà ïëîñêîñòè (a1/a2, q1/q2), â êîòîðîé ýôôåêò ïðèòÿæåíèÿ îäíî-

èìåííî çàðÿæåííûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ÷àñòèö íå ïðîÿâëÿåòñÿ (ýòà îáëàñòü ëåæèò ìåæäó

êðèâûìè, îáîçíà÷åííûìè ñ èíäåêñàìè 1 è 2 ïðè îäíîé è òîé æå áóêâå äëÿ êàæäîãî çíà-
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Ðèñ. 9: Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ îäíîðîäíî çàðÿæåííûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ñôåð â âàêóóìå
äëÿ ðàçëè÷íûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ îò íàèìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïî-
âåðõíîñòÿìè ìàêðî÷àñòèö ïðè a1 = a2 = 10 ìêì, q2 = 103e, q1 = 3q2. Êðèâàÿ 1 �
ε1 = ε2 = 2, 2 � 5, 3 � 10, 4 � 25, 5 � 103, 6 � ðàñ÷åòû äëÿ ìåòàëëè÷åñêèõ ÷àñòèö
ε1 = ε2 =∞ ñîãëàñíî ðàáîòàì [28,51].

Ðèñ. 10: Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñôåðè÷åñêèìè ÷àñòèöàìè â âàêóóìå äëÿ ðàçíûõ
îòíîøåíèé ðàäèóñîâ ìàêðî÷àñòèö a1/a2 îò íàèìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîâåðõíî-
ñòÿìè ìàêðî÷àñòèö ïðè a2 = 10 ìêì, q1 = 3q2, q2 = 103e, ε1 = ε2 = 25. Êðèâàÿ 1 �
a1/a2 = 1, 2 � 1.3, 3 � 1.425, 4 � 1.828, 5 � 2.345, 6 � 2.6, 7 � 3.0
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÷åíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè). Êðèâàÿ 3 íà ðèñóíêå 10 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå

ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé C2 ñ ïðÿìîé q1/q2 = 3 íà ðèñóíêå 11, à êðèâàÿ 5 � òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ

òîé æå ïðÿìîé ñ êðèâîé C1.

Ïîêàæåì, ÷òî ãðàíèöû îáëàñòè, â êîòîðîé îòñóòñòâóåò ýôôåêò ïðèòÿæåíèÿ, îïðå-

äåëÿþòñÿ òîëüêî îòíîøåíèåì ðàäèóñîâ è çàðÿäîâ ðàâíîìåðíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Äëÿ

ýòîãî âûïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà

äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñâîáîäíîãî çàðÿäà ïî ïîâåðõíîñòÿì ÷àñòèö â

ñðåäå áåç âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ðàçäåëèâ ïîëó÷èâøèåñÿ óðàâíåíèÿ íà 2
√

2ε
√

q1q2
a1a2

,

äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ èç (65�69) íàõîäèì:

(1− κ1) leξ1C l−1 − (1 + κ1) le
2lξ1Dl−1+

+ (1− κ1) [sh ξ1 − (2l + 1) ch ξ1]C l+

+ [(1− κ1) sh ξ1 + (2l + 1) (1 + κ1) ch ξ1] e
(2l+1)ξ1Dl+

+ (l + 1) (1− κ1) e−ξ1C l+1 − (l + 1) (1 + κ1) e
2(l+1)ξ1Dl+1 =

=

√
q1
q2

a2
a1

sh ξ1, (83)

− (1 + κ2) le
2lξ2C l−1 + (1− κ2) leξ2Dl−1+

+ [(1− κ2) sh ξ2 + (2l + 1) (1 + κ2) ch ξ2] e
(2l+1)ξ2C l+

+ (1− κ2) [sh ξ2 − (2l + 1) ch ξ2]Dl−

− (l + 1) (1 + κ2) e
2(l+1)ξ2C l+1 + (l + 1) (1− κ2) e−ξ2Dl+1 =

=

√
q2
q1

a1
a2

sh ξ2. (84)

ãäå ââåäåíû íîâûå êîýôôèöèåíòû è îòíîñèòåëüíûå äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìî-

ñòè:

C l =
Cl

2
√

2

√
a1a2
q1q2

, Dl =
Dl

2
√

2

√
a1a2
q1q2

, κ1 =
ε1
ε
, κ2 =

ε2
ε
. (85)

Òåïåðü, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ξ1 = ξ1

(
a1
a2
, L2

a1a2

)
è ξ2 = ξ2

(
a1
a2
, L2

a1a2

)
, èç (83,84) ñëåäóåò, ÷òî

C l = C l

(
q1
q2
,
a1
a2
,
L2

a1a2
, κ1, κ2

)
, Dl = Dl

(
q1
q2
,
a1
a2
,
L2

a1a2
, κ1, κ2

)
. (86)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîäñòàíîâêå (85,86) â (82) íàõîäèì, ÷òî

F1z = ε
q1q2
a1a2

f

(
q1
q2
,
a1
a2
,
L2

a1a2
, κ1, κ2

)
, (87)
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ãäå f � íåêîòîðàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ óêàçàííûõ àðãóìåíòîâ. Òàê êàê òî÷íàÿ ãðàíèöà

îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ è îòòàëêèâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì F1z = 0 ïðè L = 0, òî èç

(87) ñëåäóåò, ÷òî íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ýôôåêòà ïðèòÿæåíèÿ íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ

çàâèñèò òîëüêî îò îòíîñèòåëüíûõ âåëè÷èí q1/q2, a1/a2, κ1 è κ2, à íå îò àáñîëþòíûõ èõ

çíà÷åíèé (âåëè÷èíà ñàìîé ñèëû êîíå÷íî çàâèñèò).

Ðèñ. 11: Êðèâûå, ðàçäåëÿþùèå îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ è îòòàëêèâàíèÿ îäíîèìåííî è îä-
íîðîäíî çàðÿæåííûõ ìàêðî÷àñòèö íà ïëîñêîñòè (a1/a2 è q1/q2) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
èõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Â îáëàñòè ìåæäó êðèâûìè A1 è A2, B1 è B2 è ò.ä.
ïðèòÿæåíèÿ íåò íè ïðè êàêèõ ðàññòîÿíèÿõ. Êðèâûå (A1, A2) äëÿ κ1 = κ2 = 5, (B1, B2) �
10, (C1, C2) � 25, (D1, D2) � 81, øòðèõ-ïóíêòèðíûå êðèâûå � 1000, êðèâàÿ E ñîãëàñíî (89)
äëÿ ïðîâîäÿùèõ ìàêðî÷àñòèö, (F1, F2) îöèôðîâàííûå äàííûå èç [15] äëÿ κ1 = κ2 = 25.

Èç ðèñóíêà 11 âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ÷àñòèö îáëàñòü,

ãäå îòñóòñòâóåò ýôôåêò ïðèòÿæåíèÿ, ïîñòåïåííî ñóæàåòñÿ è äëÿ ïðîâîäÿùèõ ÷àñòèö

(ε1,2 → ∞) ýòà îáëàñòü ïðåâðàùàåòñÿ ïðîñòî â êðèâóþ, ò.å. â ìíîæåñòâî ìåðû íîëü.

Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå äàííîãî âîïðîñà äëÿ ïðîâîäÿùèõ ÷àñòèö ïðîâåäåíî â ðàáîòå

[29] ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõ âûðàæåíèé åìêîñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè L→
0 [26, 31]:

C11 =
a1a2
a1 + a2

[
1

2
ln

2a1a2
(a1 + a2)L

− ψ
(

a2
a1 + a2

)
+O (L)

]
,

C22 =
a1a2
a1 + a2

[
1

2
ln

2a1a2
(a1 + a2)L

− ψ
(

a1
a1 + a2

)
+O (L)

]
,

C12 = − a1a2
a1 + a2

[
1

2
ln

2a1a2
(a1 + a2)L

+ γ +O (L)

]
,

(88)

ãäå ψ (z) = d ln Γ (z) /dz � äèãàììà ôóíêöèÿ, γ = 0.5772... � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà.

Â ðàáîòå [29] ïîêàçàíî, ÷òî ýôôåêò ïðèòÿæåíèÿ íå ïðîÿâèòñÿ òîëüêî åñëè ñôåðè-

÷åñêèå ïðîâîäíèêè èìåþò çàðÿäû â òàêîì îòíîøåíèè, êîòîðîå ñòàëî áû â ñëó÷àå ïðè-

âåäåíèÿ èõ â ýëåêòðè÷åñêèé êîíòàêò, êîãäà ïîòåíöèàëû èõ ïîâåðõíîñòåé ñòàíóò òî÷íî
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ðàâíûìè äðóã äðóãó. Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå âûøå åìêîñòíûå êîýôôèöèåíòû ìîæíî

íàéòè ýíåðãèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, äèôôåðåíöèðóÿ êîòîðóþ ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ñèëà

âçàèìîäåéñòâèÿ ñòàíåò îòðèöàòåëüíîé òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ [29]:

q1
q2

=
γ + ψ

(
a2

a1+a2

)
γ + ψ

(
a1

a1+a2

) . (89)

Â ðàáîòå [35] òàêæå áûë ñäåëàí âûâîä, ÷òî êîãäà îòíîøåíèå çàðÿäîâ ïðîâîäÿùèõ ñôåð

îòëè÷àåòñÿ îò îòíîøåíèÿ èõ çàðÿäîâ ïîñëå ïðèâåäåíèÿ â ýëåêòðè÷åñêèé êîíòàêò, òî

ïðèòÿæåíèå ïðîÿâèòñÿ âñåãäà. Â ýòîé ðàáîòå áûëî íàéäåíî óñëîâèå ðàâåíñòâà ïîòåíöè-

àëîâ ïîâåðõíîñòåé â âèäå:
q1
q2

=
c11 + c12
c12 + c22

, (90)

êîòîðîå ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (88) òî÷íî ïåðåõîäèò â (89).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äèàãðàììà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 11, êàê è ïîëîæåíî,

îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðèè ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåñòàíîâêå ÷àñòèö. Èç ðèñóíêà 11

âèäíî, ÷òî îáëàñòè, ãäå íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ïîÿâëÿåòñÿ ïðèòÿæåíèå, è îáëàñòü, ãäå

íà âñåõ ðàññòîÿíèÿõ íàáëþäàåòñÿ òîëüêî îòòàëêèâàíèå îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö,

ðàçäåëåíû äâóìÿ êðèâûìè. Ââåäåì âåëè÷èíó y = a1/a2 è îáîçíà÷èì ýòè êðèâûå êàê

y1(x) è y2(x), ãäå x = q1/q2. Âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ïåðâóþ è âòîðóþ

÷àñòèöû, ïðè κ1 = κ2 ïîëîæåíèå òî÷êè íóëÿ íå äîëæíî ìåíÿòüñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå

÷àñòèö. Ïîýòîìó ìåæäó ýòèìè ôóíêöèÿìè äîëæíû ñóùåñòâîâàòü ñîîòíîøåíèÿ: y1 (x) =

y−12 (x−1) è y2(x) = y−11 (x−1). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðè íåêîòîðîì q1/q2 = x ãðàíèöà

ìåæäó îáëàñòÿìè ëåæèò â òî÷êàõ a1/a2 = y1 (x) è a1/a2 = y2(x), òî ïðè ïåðåñòàíîâêå

÷àñòèö äëÿ q2/q1 = x−1 â òî÷êàõ a2/a1 = y−11 (x) è a2/a1 = y−12 (x).

Íà ðèñóíêå 12 ïðèâåäåíû ãðàôèêè y1 (x) è y−12 (x−1), êîòîðûå äåéñòâèòåëüíî ñîâ-

ïàäàþò (â ñëó÷àå ïðîâîäíèêîâ ýòî ñîâïàäåíèå õîðîøî âèäíî èç ôîðìóëû 89). Òàêæå

âèäíî, ÷òî ïîâåäåíèå êðèâûõ ïðè èçìåíåíèè îòíîøåíèÿ çàðÿäîâ ÷àñòèö äëÿ ðàçëè÷-

íûõ çíà÷åíèÿõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ïîõîæè äðóãó íà äðóãà, à ñàìè êðèâûå

áëèçêè ê ïðÿìûì ëèíèÿì, ïîýòîìó â äàííîì äèàïàçîíå îòíîøåíèé çàðÿäîâ îíè ìî-

ãóò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíû â âèäå: y1 (x) = kxα, è y2(x) = k−1xα, ïðè÷åì ñòåïåíü

α ≈ 0.56 è ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè

÷àñòèö, à êîýôôèöèåíò k ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì ε1,2. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî âûøåïðè-

âåäåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé è ïðè ñèëüíî áîëüøèõ è ñèëüíî

ìàëûõ çíà÷åíèÿõ x ïåðåñòàåò èìåòü ìåñòî.

Íà ðèñóíêå 13 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé x1 (y) è x2 (y−1), êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè ôóíêöèÿì y1 (x) è y2 (x). Âèäíî, ÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå áëèçêî ê

åäèíèöå, íî ñ óìåíüøåíèåì è óâåëè÷åíèåì îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ îòëè÷èå îò åäèíèöû

ðàñòåò è ñòàíîâèòñÿ ÷óòü áîëüøå 0.1% ïðè a1/a2 = 0.1 è 10 äëÿ ε1 = ε2 = 81. Îòìå-

òèì, ÷òî äàííûå íà ðèñóíêàõ 11�13 ðàññ÷èòàíû ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ó÷èòûâàåìûõ

÷ëåíîâ ïðè âû÷èñëåíèè ñèëû lmax = 216 è ïðè íàèìåíüøåì ðàññòîÿíèè ìåæäó ïîâåðõíî-
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Ðèñ. 12: Ãðàíèöû îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ è îòòàëêèâàíèÿ îäíîèìåííî è îäíîðîäíî çà-
ðÿæåííûõ ìàêðî÷àñòèö â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå. Êðèâûå (1�4 ) ãðàôèêè y1 (x),
ñèìâîëû � y−12 (x−1). Êðèâàÿ 1 è ◦ äëÿ ε1 = ε2 = 5; 2, M � 10; 3, ♦ � 25; 4, O � 81; 5
êðèâàÿ ñîãëàñíî (89) äëÿ ïðîâîäÿùèõ ìàêðî÷àñòèö.

ñòÿìè L = 10−9 ñì. Çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ q1/q2, ïðè êîòîðûõ äëÿ çàäàííîãî îòíîøåíèÿ

ðàäèóñîâ ñèëà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ, îïðåäåëÿëèñü ïðè ôèêñèðîâàííûõ a2 = 10 ìêì

è q2 = 103e (e � ýëåìåíòàðíûé çàðÿä). Óêàçàííîå îòëè÷èå îò åäèíèöû ïðîèçâåäåíèÿ

ôóíêöèé x1 (y) è x2 (y−1) ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êîðíè óðàâíåíèÿ F1z = 0 íàõîäèëèñü ïðè

êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè L = 10−9 ñì, à íå ïðè êîíòàêòå ÷àñòèö. Äëÿ �òî÷íîãî� çíà÷åíèÿ

îòíîøåíèÿ çàðÿäîâ íà ãðàíèöå îáëàñòåé íà ýòîì ðàññòîÿíèè ñèëà åùå ïîëîæèòåëüíà.

Ïðè ýòîì äëÿ ïîñòîÿííîãî ìåæ÷àñòè÷íîãî ðàññòîÿíèÿ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèâåäåííîå

çíà÷åíèå ðàññòîÿíèÿ L̃ = L/
√
a1a2 äëÿ a1/a2 = 0.1 è a1/a2 = 10 îòëè÷àþòñÿ â 10 ðàç.

Åñëè ïåðåñ÷èòàòü ãðàíèöû ïðè ïîñòîÿííîì L̃ = 10−6, òî ìàêñèìàëüíîå (ïî àáñîëþòíîé

âåëè÷èíå) îòëè÷èå ïðîèçâåäåíèÿ x1 (y)x2 (y−1) îò åäèíèöû â äèàïàçîíå 0.1 ≤ y ≤ 10

áóäåò ðàâíî 3.8× 10−8 (ñì. òàêæå òàáëèöó 1).

Òàêàÿ âûñîêàÿ òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ x1 (y)x2 (y−1) íå ïîçâîëÿåò ñó-

äèòü î òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ñàìèõ ãðàíèö, à ãîâîðèò òîëüêî î òîì, ÷òî

ïîëîæåíèå òî÷êè, ãäå ñèëà îáðàùàåòñÿ â íóëü, äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî îò-

íîøåíèÿìè ðàäèóñîâ è çàðÿäîâ. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [28] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè a1 = a2

è q1/q2 = 1.0035 ïðèòÿæåíèå ìåæäó ïðîâîäÿùèìè øàðàìè ïîÿâëÿåòñÿ íà ðàññòîÿíèè

L . 10−10 ñì (ñì. ðèñóíîê 12 â [28]), õîòÿ ïðèòÿæåíèå íà âñåõ ðàññòîÿíèÿõ îòñóòñòâóåò

òîëüêî ïðè òî÷íîì ðàâåíñòâå q1 = q2.

Î òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ãðàíèö ìîæíî ñóäèòü ïî äàííûì, ïðåäñòàâëåí-

íûì â òàáëèöå 1. Âèäíî, ÷òî ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ïðèâåäåííîãî ðàññòîÿíèÿ, îòíîñè-

òåëüíàÿ òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ çàðÿäîâ íà ãðàíèöå ðàñòåò è ïðè L̃ = 10−6

îêàçûâàåòñÿ ëó÷øå 0.05%. (Îòìåòèì, ÷òî â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû îòíîøåíèÿ çàðÿäîâ

íà ãðàíèöàõ òîëüêî ñ 7 çíàêàìè, à âåëè÷èíû f1, f2 è f3 âû÷èñëÿëèñü ïî èñõîäíûì

çíà÷åíèÿì îòíîøåíèÿ çàðÿäîâ, ïîëó÷åííûìè ñ òî÷íîñòüþ 15 çíàêîâ).
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Ðèñ. 13: Ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé x1 (y) è x2 (y−1), îïðåäåëÿþùèõ ãðàíèöû îáëàñòè ïðèòÿ-
æåíèÿ è îòòàëêèâàíèÿ îäíîèìåííî è îäíîðîäíî çàðÿæåííûõ ìàêðî÷àñòèö íà ïëîñêîñòè
(y = a1/a2 è x = q1/q2) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè.

Òàáëèöà 1: Îòíîøåíèÿ çàðÿäîâ íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàõ ìåæäó îáëàñòÿìè, ãäå
åñòü ïðèòÿæåíèå íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ è íåò íà âñåõ ðàññòîÿíèÿõ äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé
ïðèâåäåííîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè äèýëåêòðè÷åñêèõ ÷àñòèö κ1 = κ2 = 81
ïðè ÷èñëå ó÷èòûâàåìûõ ÷ëåíîâ äî lmax = 217 è a2 = 10−3 ñì.

L/
√
a1a2 10−7 10−6 10−5 10−4 10−3

a1 = 0.1a2 x1 0.011231 0.011226 0.011177 0.010824 0.009398
(y = 0.1) x2 54.51514 54.49613 54.31719 53.04312 48.03530
a1 = a2 x1 0.830659 0.830513 0.829102 0.817913 0.765078
(y = 1) x2 1.203864 1.204076 1.206124 1.222623 1.307056
a1 = 10a2 x1 0.018344 0.018350 0.018410 0.018853 0.020818
(y = 10) x2 89.04120 89.08239 89.47332 92.38390 106.40605

f1
a 1.899 6.429 −2.572 3.284 −0.661

f2
b 4.881 −5.095 −2.521 2.701 −1.702

f3
c 0.250 1.847 −3.416 −2.692 −0.946

af1 = [x1 (y = 1)x2 (y = 1)− 1]× 1011

bf2 = [x1 (0.1)x2 (10)− 1]× 109

cf3 = [x1 (10)x2 (0.1)− 1]× 109

Òàáëèöà 2: Ïðèâåäåííàÿ ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ (F12a1a2/q1q2) äâóõ îäèíàêîâûõ ñôåðè-
÷åñêèõ ÷àñòèö ïðè L = 10−10 ñì è ÷èñëå ó÷èòûâàåìûõ ÷ëåíîâ ïðè âû÷èñëåíèè ñèëû
lmax = 216 â íàñòîÿùåé ðàáîòå è L = 0 è ÷èñëå ó÷èòûâàåìûõ ÷ëåíîâ ìóëüòèïîëüíîãî
ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà n = 30 â [15].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà Ðàáîòà [15]
κ1 = κ2 = 2 0.210 013 282 363 0.210 013 297 4
κ1 = κ2 = 1000 0.153 866 817 435 0.153 866 795
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Â ðàáîòå [15] òàêæå áûëè îïðåäåëåíû ãðàíèöû îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ è îòòàëêè-

âàíèÿ. Îäíàêî, ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â [15], íå ìîãóò áûòü ïðàâèëüíû òàê êàê íå

ñèììåòðè÷íû ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè ïåðåñòàíîâêè ÷àñòèö. Ýòè ðåçóëüòàòû çàìåòíî

îòëè÷àþòñÿ îò íàøèõ äàííûõ ïðèâåäåííûõ íà ðèñóíêå 11. Âèäíî, ÷òî êðèâûå F1, F2

âåñüìà ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò C1, C2, à F2 ïåðåñåêàåò äàæå êðèâóþ äëÿ ïðîâîäÿùèõ ÷à-

ñòèö. Òàêæå íåîáõîäèìî îòâåòèòü, ÷òî ïðè a2 = 0 íà ðèñóíêå 6 ðàáîòû [15] ñóùåñòâóåò

îáëàñòü çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ q2/q1 (äî 2 ïðè κ1 = κ2 = 2), â êîòîðîé íåò ïðèòÿæå-

íèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ìåæäó òåì õîðîøî èçâåñòíî [37,52], ÷òî ìåæäó òî÷å÷íîé è äè-

ýëåêòðè÷åñêîé ÷àñòèöåé ñôåðè÷åñêîé ôîðìû íåò ïðèòÿæåíèÿ òîëüêî ïðè íåðàâåíñòâå

ε1 ≤ ε, ò.å. ïðè κ1 ≤ 1, à ïðè κ1 > 1 ïðèòÿæåíèå íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îáÿçàòåëü-

íî ïîÿâèòñÿ. Äàëåå, ïðè κ1 = κ2 = 1000 ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ äèýëåêòðè÷åñêèõ ÷àñòèö

íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ïðîâîäÿùèõ ÷àñòèö è êðèâûå, îòäåëÿþùèå îáëàñòè

ïðèòÿæåíèÿ è îòòàëêèâàíèÿ äîëæíû áûòü áëèçêè ê êðèâîé E, ÷òî èìååò ìåñòî íà ðè-

ñóíêå 11, à â ðàáîòå [15] îáëàñòü îòòàëêèâàíèÿ äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé

ïðîíèöàåìîñòè íàìíîãî øèðå. Â ðàáîòå [15] çàäà÷à ðåøàëàñü â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò, êîòîðàÿ ïðèâîäèëà ê îáû÷íîé ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôè-

öèåíòîâ ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà. Â òàáëèöå 2 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ

ïðèâåäåííîé ñèëû (îïðåäåëåííîé êàê F̃1z = F1za1a2/q1q2) äëÿ äâóõ îäèíàêîâûõ äè-

ýëåêòðè÷åñêèõ ÷àñòèö ñ κ1 = κ2 = 2 è κ1 = κ2 = 1000. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàñ÷åòû

ïðîâåäåíû ïðè lmax = 216, à ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ÷ëåíîâ äî lmax = 217 ïðèâåäåííàÿ

ñèëà ìåíÿëàñü òîëüêî íà åäèíèöó â ïîñëåäíåì ïðèâåäåííîì â òàáëèöå çíàêå. Ñðàâíåíèå

ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå äàííûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåííîé

ñèëû â ðàáîòå [15] áûëà äîñòàòî÷íî âûñîêîé, ïî êðàéíåé äëÿ ÷àñòèö ðàâíîãî ðàçìåðà, è

ïðè÷èíû íåòî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ãðàíèöû îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ è îòòàëêèâàíèÿ â ðàáî-

òå [15] îñòàþòñÿ íåÿñíûìè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîâîäÿùèõ øàðîâ îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ

è çàðÿäîâ [29,53]

F̃1z = F1z
a1a2
q1q2

=
4 ln 2− 1

24 ln2 2
= 0.153 725 465,

à ðàñ÷åòû äëÿ ε1 = ε2 = 105 äàëè F̃1z = 0.153 728 821 ïðè L = 10−10 ñì, ÷òî ïîç-

âîëÿåò ñóäèòü î òî÷íîñòè ïðîâåäåííûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàñ÷åòîâ. Ðàñ÷åòû ïî ïî-

ëó÷åííûì â ðàáîòàõ [28, 51] âûðàæåíèÿì äëÿ ïðîâîäÿùèõ ÷àñòèö ε1 = ε2 = ∞ ïðè

òîì æå ÷èñëå ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ è íà òîì æå ìåæ÷àñòè÷íîì ðàññòîÿíèè ïðèâåëè ê

F̃1z = 0.153 725 458, ÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, íàñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ ñèëû

ïðè L = 0 è L = 10−10 ñì.

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà âîïðîñå: ïî÷åìó æå âñ¼-òàêè îäíîèì¼ííî çàðÿæåííûå

÷àñòèöû ìîãóò ïðèòÿãèâàòüñÿ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ïðèòÿæåíèå îäíîèìåííî çà-

ðÿæåííûõ ìàêðî÷àñòèö íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îáóñëîâëåíî èõ âçàèìíîé ïîëÿðèçàöèåé.

Ïðè îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó çàðÿäàìè è ðàäèóñàìè ÷àñòèö íà èõ ïîâåðõ-

íîñòÿõ, îáðàùåííûõ äðóã ê äðóãó, ìîãóò èíäóöèðîâàòüñÿ òàêèå çàðÿäû, ÷òî ïîëíûå

çàðÿäû (ò.å. ñóììà ñâîáîäíîãî è ïîëÿðèçàöèîííîãî çàðÿäîâ) â ýòîé ÷àñòè áóäóò èìåòü

ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè. Åñëè ýòè ïîëíûå çàðÿäû äîñòàòî÷íî âåëèêè, òî, òàê êàê ðàñ-
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Ðèñ. 14: Çàâèñèìîñòü ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ïîëíîãî çàðÿäà îò óãëà ïðè a1 = a2 = 10
ìêì, q1 = 3q2, q2 = 103e, ε1 = ε2 = 10 äëÿ ÷åòûð¼õ çíà÷åíèé L = 10−2, 10−3, 10−4, 10−5

ñì. Ëåâûé ãðàôèê èçîáðàæàåò çàâèñèìîñòü ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ïîëíîãî çàðÿäà íà
ïåðâîé ÷àñòèöå (95) îò óãëà π−θ1 (ñèíèé öâåò) è çàâèñèìîñòü ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè
ïîëíîãî çàðÿäà íà âòîðîé ÷àñòèöå (96) îò óãëà θ2 (çåë¼íûé öâåò). Ïðàâûé ãðàôèê àíàëî-
ãè÷åí ëåâîìó, íî ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíà âåëè÷èíà ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ïîëíîãî
çàðÿäà, óìíîæåííàÿ íà âåñ ñîîòâåòñòâóþùåãî óäåëüíîãî ýëåìåíòà ïëîùàäè 2πai sin θi.
Ïóíêòèðíûå ëèíèè íà ëåâîì ãðàôèêå ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ñâîáîä-
íûõ çàðÿäîâ.
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ñòîÿíèå ìåæäó ýòèìè çàðÿäàìè ïîðÿäêà L, à íå R, ìåæäó ÷àñòèöàìè áóäåò íàáëþäàòüñÿ

ïðèòÿæåíèå.

Âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü ïîëíîãî çàðÿäà íà ïåðâîé è

âòîðîé ÷àñòèöàõ åñòü

1

hξ

∂φ

∂ξ
|ξ=ξ1−0 −

1

hξ

∂φ

∂ξ
|ξ=ξ1+0= 4πσ1,total, (91)

1

hξ

∂φ

∂ξ
|ξ=−ξ2−0 −

1

hξ

∂φ

∂ξ
|ξ=−ξ2+0= 4πσ2,total. (92)

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ (48-50), à òàêæå ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè (59-64), ïîëó÷èì

4πσ1,total =
(ch ξ1 − cos η)

3
2

a

∞∑
l=0

l∑
m=0

(2l + 1)
(
D̃m
l cosmϕ+ D̃−ml sinmϕ

)
e(l+

1
2)ξ1Pm

l (cos η),

(93)

4πσ2,total =
(ch ξ2 − cos η)

3
2

a

∞∑
l=0

l∑
m=0

(2l + 1)
(
C̃m
l cosmϕ+ C̃−ml sinmϕ

)
e(l+

1
2)ξ2Pm

l (cos η).

(94)

Çäåñü D̃l = Dl + (2l + 1)
√

2aE0z, D̃
1
l = D1

l − 2
√

2aE0x, D̃
−1
l = D−1l , D̃±ml = D±ml , m > 1,

à C̃±ml îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (81).

Âûðàæåíèÿ (93) è (94) â ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè âçàèìîäåéñòâèÿ îäíîèìåííî

çàðÿæåííûõ ÷àñòèö áåç ïîëÿ ïåðåõîäÿò â

4πσ1,total =
(ch ξ1 − cos η)

3
2

a

∞∑
l=0

(2l + 1)Dle
(l+ 1

2)ξ1Pl(cos η), (95)

4πσ2,total =
(ch ξ2 − cos η)

3
2

a

∞∑
l=0

(2l + 1)Cle
(l+ 1

2)ξ2Pl(cos η). (96)

Íà ðèñóíêå 14 ñëåâà èçîáðàæåíà ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ïîëíîãî çàðÿäà σi,total íà

êàæäîé èç ÷àñòèö, à íà òîì æå ðèñóíêå 14 ñïðàâà ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ïîëíîãî

çàðÿäà óìíîæåííàÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèé óäåëüíûé ýëåìåíò ïëîùàäè 2πai sin θiσi,total îò

óãëîâ π−θ1 äëÿ ïåðâîé è θ2 äëÿ âòîðîé ÷àñòèöû. ×àñòèöû èìåþò äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðî-

íèöàåìîñòü ε1 = ε2 = 10, à ñîîòíîøåíèÿ èõ çàðÿäîâ è ðàäèóñîâ åñòü a1 = a2 = 10 ìêì,

q1 = 3q2, q2 = 103e, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèòÿæåíèþ ìåæäó ÷àñòèöàìè íà ðàññòîÿíèÿõ

íà÷èíàÿ ñ L ≈ 5 · 10−5 ñì. Ìû âèäèì èç ðèñóíêà 14, ÷òî ïî ìåðå ñáëèæåíèÿ ÷àñòèö íà

èõ ïîâåðõíîñòÿõ, îáðàùåííûõ äðóã ê äðóãó, èíäóöèðóþòñÿ äîâîëüíî áîëüøèå çàðÿäû

ðàçíûõ çíàêîâ, êîòîðûå è îáåñïå÷èâàþò ïðèòÿæåíèå.

Ðèñóíîê 15 àíàëîãè÷åí ðèñóíêó 14, íî óæå ïðè ε1 = ε2 = 10, a1 = 1.828a2, a2 = 10

ìêì, q1 = 3q2, q2 = 103e. Âèäíî, ÷òî äàííîì ñëó÷àå ÷àñòèöû ìîãóò òîëüêî îòòàëêèâàòü-

ñÿ, òàê êàê ïîëíûå çàðÿäû íà èõ ïîâåðõíîñòÿõ îñòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè íà ëþáûõ
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Ðèñ. 15: Çàâèñèìîñòü ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ïîëíîãî çàðÿäà îò óãëà ïðè a1 = 1.828a2,
a2 = 10 ìêì, q1 = 3q2, q2 = 103e, ε1 = ε2 = 10 äëÿ ÷åòûð¼õ çíà÷åíèé L =
10−2, 10−3, 10−4, 10−5 ñì. Ëåâûé ãðàôèê èçîáðàæàåò çàâèñèìîñòü ïîâåðõíîñòíîé ïëîò-
íîñòè ïîëíîãî çàðÿäà íà ïåðâîé ÷àñòèöå (95) îò óãëà π− θ1 (ñèíèé öâåò) è çàâèñèìîñòü
ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ïîëíîãî çàðÿäà íà âòîðîé ÷àñòèöå (96) îò óãëà θ2 (çåë¼íûé
öâåò). Ïðàâûé ãðàôèê àíàëîãè÷åí ëåâîìó, íî ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíà âåëè÷èíà ïî-
âåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ïîëíîãî çàðÿäà, óìíîæåííàÿ íà âåñ ñîîòâåòñòâóþùåãî óäåëüíî-
ãî ýëåìåíòà ïëîùàäè 2πai sin θi. Ïóíêòèðíûå ëèíèè íà ëåâîì ãðàôèêå ñîîòâåòñòâóþò
ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ.

35



ðàññòîÿíèÿõ. È äåéñòâèòåëüíî, èç ðèñóíêîâ 10 è 11 îò÷åòëèâî ñëåäóåò íàëè÷èå îòòàë-

êèâàþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè äàííûõ ïàðàìåòðàõ ÷àñòèö. Îäíàêî, çàìåòèì, ÷òî äëÿ

íåêîòîðûõ ïðèãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé íà äèàãðàììå 11 âîçìîæíà òàêàÿ ñèòóàöèÿ, ÷òî õî-

òÿ ïîëíûå çàðÿäû íà ïîâåðõíîñòÿõ ÷àñòèö, îáðàùåííûõ äðóã ê äðóãó ìîãóò áûòü è

ðàçíûõ çíàêîâ, íî ïðè ýòîì íåäîñòàòî÷íûå äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïðèòÿæåíèÿ. Òàêèì îáðà-

çîì, ìîæíî ñäåëàòü î÷åâèäíûé âûâîä, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðèòÿæåíèÿ îäíî-

èìåííî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ÿâëÿåòñÿ èõ âçàèìíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ,

îáåñïå÷èâàþùàÿ âîçíèêíîâåíèå ïîëíûõ çàðÿäîâ ðàçíûõ çíàêîâ íà èõ ïîâåðõíîñòÿõ,

îáðàùåííûõ äðóã ê äðóãó.

4 Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíî âçàèìîäåéñòâèå äèýëåêòðè÷åñêîé ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû è òî÷å÷íîãî çàðÿ-

äà ïîìåù¼ííûõ â ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è îäíîðîäíûé äèýëåêòðèê â ïëàçìå. Íàéäåíû

ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë, ñèëà è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, à òàê-

æå ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ìàêðî÷àñòèöó. Ïîäðîáíî èññëåäîâàí ñëó÷àé íåðàâíî-

ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà è âûçâàííîå èì âðàùåíèå ïûëåâûõ ÷àñòèö â ïëàçìå.

Êðîìå òîãî, ðàññìîòðåíî âçàèìîäåéñòâèå äâóõ íåðàâíîìåðíî çàðÿæåííûõ ñôåðè÷åñêèõ

äèýëåêòðè÷åñêèõ ÷àñòèö â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî ïîëÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì áèñôåðè÷åñêèõ

êîîðäèíàò. Íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ. Îïðåäåëåíû

ïàðàìåòðû ÷àñòèö ïðè êîòîðûõ ìåæäó îäíîèìåíî çàðÿæåííûìè ÷àñòèöàìè íà ìàëûõ

ðàññòîÿíèÿõ íàáëþäàåòñÿ ïðèòÿæåíèå.
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Ïðèëîæåíèå A

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû (24) äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ

U = −
ˆ
Fz dR,

òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë

I =

ˆ [
(n+ 1)Kn+1/2 (x) + xKn−1/2 (x)

]
x

3
2

dx. (97)

Èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà

(ñì. íàïðèìåð [39]):

d

dx
[xnKn (x)] = −xnKn−1 (x) , (98)

ïîëó÷èì

I =

ˆ
(n+ 1)Kn+1/2 (x)

x
3
2

dx+

ˆ
xn+

1
2K(n+1/2)−1 (x)

xn+1
dx =

=

ˆ
(n+ 1)Kn+1/2 (x)

x
3
2

dx+

ˆ
1

xn+1

d

dx

[
−xn+

1
2Kn+1/2 (x)

]
dx =

=

ˆ
(n+ 1)Kn+1/2 (x)

x
3
2

dx−
Kn+1/2 (x)

x
1
2

−
ˆ
− (n+ 1)

−xn+ 1
2Kn+1/2 (x)

xn+2
dx =

= −
Kn+1/2 (x)√

x
.

Ïðèëîæåíèå B

Â ýòîé ñåêöèè ìû ïîêàæåì êàê ïðèéòè îò îáøåé ôîðìóëû äëÿ ìîìåíòà ñèë (35) ê

ÿâíûì âûðàæåíèÿì (36-38).

Èç (35), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

r = rer, n = er, (99)

çàïèøåì

M =
ε

4π

˛
{r [Eθeϕ − Eϕeθ]Er} df. (100)

Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó áàçîâûìè âåêòîðàìè ñôåðè÷åñêîé è äåêàðòîâîé ñèñòåì êî-

îðäèíàò  er

eθ

eϕ

 =

 sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ

cos θ cosϕ cos θ sinϕ − sin θ

− sinϕ cosϕ 0


 exey
ez

 , (101)
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è âûðàæàÿ âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîòåíöèàë

E = −∇φ = −
(
∂φ

∂r
er +

1

r

∂φ

∂θ
eθ +

1

r sin θ

∂φ

∂ϕ
eϕ

)
, (102)

íàõîäèì, ÷òî ïðîåêöèè ìîìåíòà ñèë íà îñè êîîðäèíàò ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

Mx = i
εa21
4π

¨
∂φ

∂r
Lxφ sin θdθdϕ, (103)

My = i
εa21
4π

¨
∂φ

∂r
Lyφ sin θdθdϕ, (104)

Mz = i
εa21
4π

¨
∂φ

∂r
Lzφ sin θdθdϕ. (105)

(Çíà÷åíèÿ âñåõ ôóíêöèé îò r áåðóòñÿ â òî÷êå a1). Çäåñü ââåäåí îïåðàòîð ìîìåíòà

èìïóëüñà èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè

L = −i (r ×∇) , (106)

êîòîðûé èìååò ñëåäóþùèå ïðîåêöèè íà äåêàðòîâû îñè:

Lx = i

(
cosϕ cot θ

∂

∂ϕ
+ sinϕ

∂

∂θ

)
, (107)

Ly = i

(
sinϕ cot θ

∂

∂ϕ
− cosϕ

∂

∂θ

)
, (108)

Lz = −i ∂
∂ϕ

. (109)

Ïðè âû÷èñëåíèè ìîìåíòà ñèë âìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöè-

àëà â âèäå

φ (r, θ, ϕ) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

fn (r)
(
Qm
n cosmϕ+ Q̄−mn sinmϕ

)
Pm
n (cos θ) (110)

óäîáíåå èñïîëüçîâàòü åãî ðàçëîæåíèå ïî íîðìèðîâàííûì ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì

φ (r, θ, ϕ) =
∞∑
n=0

f0 (r) Q̃0
nY

0
n (θ, ϕ) +

∞∑
n=1

n∑
m=1

fn (r)
(
Q̃m
n Y

m
n (θ, ϕ) + Q̃−mn Y −mn (θ, ϕ)

)
, (111)

ãäå Y m
n (θ, ϕ) - ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê

Y m
n (θ, ϕ) =

√
(2n+ 1)

4π

(n−m)!

(n+m)!
eimϕ (−1)m Pm

n (cos θ) ,
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Y −mn (θ, ϕ) = (−1)m Y m∗
n (θ, ϕ) ,

è äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà íîðìèðîâêà

2πˆ

0

πˆ

0

Y m
n (θ, ϕ)Y k∗

l (θ, ϕ) sin θdθdϕ = δmkδnl. (112)

Î÷åâèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû â (111) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èñõîäíûå êîýôôèöèåíòû

â (110) òàêèì îáðàçîì:

Q̃m
n = (−1)m

√
π

2n+ 1

(n+m)!

(n−m)!

(
Qm
n − iQ−mn

)
,

Q̃−mn =

√
π

2n+ 1

(n+m)!

(n−m)!

(
Qm
n + iQ−mn

)
,

Ã0
n =

√
4π

(2n+ 1)
Q0
n. (113)

Ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà Lz:

LzY
m
l = mY m

l . (114)

Äåéñòâèå íà ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè îïåðàòîðîâ Lx è Ly âûðàçèì ÷åðåç ïîâûøàþùèå

è ïîíèæàþùèå îïåðàòîðû

L± = Lx ± iLy, (115)

L± = e±iϕ
(
i cot θ

∂

∂ϕ
± ∂

∂θ

)
, (116)

äëÿ êîòîðûõ èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

L±Y
m
l =

√
(l ∓m) (l ±m+ 1)Y m±1

l . (117)

Â íàøåé çàäà÷å î âçàèìîäåéñòâèè òî÷å÷íîãî çàðÿäà è ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû â ïëàçìå

ïîòåíöèàë åñòü ñóììà òðåõ ñëàãàåìûõ (10), (8), (4)

φ (r, θ, ϕ) = φII (r, θ, ϕ) = φ0 (r, θ, ϕ) + φ1 (r, θ, ϕ) + φ2 (r, θ) , (118)

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå àíàëîãè÷íîì (111):
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φ1 =
∞∑
n=0

n∑
m=0

(
Ãmn Y

m
l (θ, ϕ) + Ã−mn Y −ml (θ, ϕ)

) Kn+1/2 (r̃)√
r

, (119)

f 1
n(r) =

Kn+1/2 (r̃)√
r

,
∂f 1

n(r)

∂r

∣∣∣∣
r=a1

=
nKn+1/2 (ã1)− ã1Kn+3/2 (ã1)

a
3/2
1

; (120)

φ2 =
∞∑
n=0

B̃0
nY

0
l (θ, ϕ)

In+1/2 (r̃)√
r

, (121)

f 2
n(r) =

In+1/2 (r̃)√
r

,
∂f 2

n(r)

∂r

∣∣∣∣
r=a1

=
nIn+1/2 (ã1) + ã1In+3/2 (ã1)

a
3/2
1

,

B̃0
n =

2q2
ε

√
(2n+ 1) π

Kn+1/2

(
R̃
)

√
R

; (122)

φ0 (r, θ, ϕ) = −E0r
[
C̃0
nY

0
l (θ, ϕ) + C̃1

nY
1
l (θ, ϕ) + C̃−1n Y −1l (θ, ϕ)

]
, (123)

f 0
n(r) = −rE0, C̃

0
1 =

√
π

3
cos θ0, C̃

1
1 = −

√
2π

3
sin θ0, C̃

−1
1 =

√
2π

3
sin θ0. (124)

Òî åñòü âñå ñëàãàåìûå ïðåäñòàâèìû â âèäå

φa =
∞∑
n=0

n∑
m=0

fan(r)
(
amn Y

m
l (θ, ϕ) + a−mn Y −ml (θ, ϕ)

)
, a = 0, 1, 2. (125)

Ïîýòîìó ìîìåíò ñèë ìîæíî çàïèñàòü êàê

M =
∑
a,b

Mab, a, b = 0, 1, 2. (126)

Òåïåðü èñïîëüçóÿ (114), (117) è (112), ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîåêöèé Mab íà îñè

êîîðäèíàò.
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• äëÿ ïðîåêöèè íà îñü x

4π

iεa21
Mxab =

¨
∂φa
∂r

Lxφb sin θdθdϕ =

=

¨ [
∞∑
n=0

n∑
m=0

(
∂fan
∂r

amn Y
m
n +

∂fan
∂r

a−mn Y −mn

)]
×

×

{
1

2

∞∑
n=1

n∑
m=1

[
f bn (r) bmn

(√
(n−m) (n+m+ 1)Y m+1

n +
√

(n+m) (n−m+ 1)Y m−1
n

)
+

+f bn (r) b−mn

(√
(n−m) (n+m+ 1)Y −(m+1)

n +
√

(n+m) (n−m+ 1)Y −(m−1)n

)]}
sin θdθdϕ =

=
1

2

¨ ∞∑
n=0

n∑
m=0

(
∂fan
∂r

bmn Y
m
n

) ∞∑
n=0

n∑
m=0

(
f bn (r) b−mn

)
×

×
(√

(n−m) (n+m+ 1)Y −(m+1)
n +

√
(n+m) (n−m+ 1)Y −(m−1)n

)
sin θdθdϕ+

+
1

2

¨ ∞∑
n=0

n∑
m=0

(
∂fan
∂r

a−mn Y −mn

)
×

×
∞∑
n=0

n∑
m=0

(
f bn (r) bmn

) (√
(n−m) (n+m+ 1)Y m+1

n +
√

(n+m) (n−m+ 1)Y m−1
n

)
sin θdθdϕ,

4π

iεa21
Mxab =

1

2

∞∑
n=1

n∑
m=1

(−1)m−1
(
∂fan
∂r

am−1n

)(
f bn (r) b−mn

)√
(n+m) (n−m+ 1)

+
1

2

∞∑
n=0

n−1∑
m=0

(−1)m+1

(
∂fan
∂r

am+1
n

)(
f bn (r) b−mn

)√
(n−m) (n+m+ 1)

+
1

2

∞∑
n=1

n∑
m=1

(−1)m
(
∂fan
∂r

a−mn

)(
f bn (r) bm−1n

)√
(n−m+ 1) (n+m)

+
1

2

∞∑
n=0

n−1∑
m=0

(−1)m
(
∂fan
∂r

a−mn

)(
f bn (r) bm+1

n

)√
(n+m+ 1) (n−m) =

=
1

2

∞∑
n=1

n∑
m=1

(−1)m
√

(n+m) (n−m+ 1)

(
∂fan
∂r

f bn (r)

)
×(

a−mn bm−1n − am−1n b−mn + amn b
−(m−1)
n − a−(m−1)n bmn

)
;
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• äëÿ ïðîåêöèè íà îñü y

4π

iεa21
Myab =

¨
∂φa
∂r

Lyφb sin θdθdϕ =

=
1

2i

¨ ∞∑
n=0

n∑
m=0

(
∂fan
∂r

Amn Y
m
l

) ∞∑
n=0

n∑
m=0

(
fnB

−m
n

)
×

×
(
−
√

(n−m) (n+m+ 1)Y −(m+1)
n +

√
(n+m) (n−m+ 1)Y −(m−1)n

)
sin θdθdϕ+

+
1

2i

¨ ∞∑
n=0

n∑
m=0

(
∂fan
∂r

A−mn Y −ml

) ∞∑
n=0

n∑
m=0

(fnB
m
n )×

×
(√

(n−m) (n+m+ 1)Y m+1
n −

√
(n+m) (n−m+ 1)Y m−1

n

)
sin θdθdϕ,

4π

iεa21
Myab =

1

2i

∞∑
n=1

n∑
m=1

(−1)m−1
(
∂fan
∂r

Am−1n

)(
f bnB

−m
n

)√
(n+m) (n−m+ 1)

− 1

2i

∞∑
n=0

n−1∑
m=0

(−1)m+1

(
∂fan
∂r

Am+1
n

)(
f bnB

−m
n

)√
(n−m) (n+m+ 1)

+
1

2i

∞∑
n=1

n∑
m=1

(−1)m
(
∂fan
∂r

A−mn

)(
f bnB

m−1
n

)√
(n−m+ 1) (n+m)

− 1

2i

∞∑
n=0

n−1∑
m=0

(−1)m
(
∂fan
∂r

A−mn

)(
f bnB

m+1
n

)√
(n+m+ 1) (n−m) =

=
1

2i

∞∑
n=0

n∑
m=1

(−1)m
√

(n+m) (n−m+ 1)

(
∂fan
∂r

f bn

)
×(

A−mn Bm−1
n − Am−1n B−mn − Amn B−(m−1)n + A−(m−1)n Bm

n

)
;

• äëÿ ïðîåêöèè íà îñü z

4π

iεa21
Mzab =

¨
∂φa
∂r

Lzφb sin θdθdϕ =

=

¨ [
∞∑
n=0

n∑
m=0

(
∂fan
∂r

Amn Y
m
n +

∂fan
∂r

A−mn Y −mn

)]
×

×
∞∑
n=1

n∑
m=1

f bn
(
Bm
n mY

m
l −B−mn mY −ml

)
sin θdθdϕ =

=

¨ ∞∑
n=1

n∑
m=1

(
∂fan
∂r

Amn Y
m
n

)(
−f bnB−mn mY −ml

)
sin θdθdϕ+

+

¨ ∞∑
n=1

n∑
m=1

(
∂fan
∂r

A−mn Y −ml

)(
f bnB

m
n mY

m
l

)
sin θdθdϕ =

=

¨ ∞∑
n=1

n∑
m=1

(−1)mm

(
∂fan
∂r

f bn

)(
A−mn Bm

n − Amn B−mn
)
.
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Âèäíî ÷òî, äèàãîíàëüíûå ÷ëåíû â Mab ðàâíû íóëþ. Äëÿ ñóììèðîâàíèÿ íåäèàãî-

íàëüíûõ ÷ëåíîâ íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

∂f 2
n

∂r
fn (a1)−

∂f 1
n

∂r
f 2
n (a1) =

=
nKn+1/2 (ã1)− ã1Kn+3/2 (ã1)

a
3/2
1

In+1/2 (ã1)√
a1

−
Kn+1/2 (ã1)√

a1

nIn+1/2 (ã1) + ã1In+3/2 (ã1)

a
3/2
1

=
−ã1Kn+3/2 (ã1) In+1/2 (ã1)− ã1In+3/2 (ã1)Kn+1/2 (ã1)

a21
= − 1

a21
,

∂f 2
n

∂r
f 0
n (a1)−

∂f 0
n

∂r
f 2
n (a1) =

nKn+1/2 (ã1)− ã1Kn+3/2 (ã1)

a
3/2
1

− a1E0 + E0

Kn+1/2 (ã1)√
a1

=

= −
(n− 1)Kn+1/2 (ã1)− ã1Kn+3/2 (ã1)√

a1
E0,

∂f 1
n

∂r
f 0
n (a1)−

∂f 0
n

∂r
f 1
n (a1) =

nIn+1/2 (ã1) + ã1In+3/2 (ã1)

a
3/2
1

− a1E0 + E0

In+1/2 (ã1)√
a1

=

= −
(n− 1) In+1/2 (ã1) + ã1In+3/2 (ã1)√

a1
E0.

Îòêóäà èìååì

Mx = i
ε

4π

∞∑
n=1

√
n (n+ 1)

2

(
Ã−1n + Ã1

n

)
B0
n

+ i
εa21
4π

√
2

2

(
−ã1K5/2 (ã1)√

a1
E0

)[
C̃0

1

(
Ã−11 + Ã1

1

)
− Ã0

1

(
C̃−11 + C̃1

1

)]
− iεa

2
1

4π

√
2

2

(
ã1I5/2 (ã1)√

a1
E0

)(
C̃−11 + C̃1

1

)
B0

1 , (127)

My =
ε

4π

∞∑
n=1

√
n (n+ 1)

2

(
Ã−1n − Ã1

n

)
B̃0
n+

− εa21
4π

√
2

2

(
ã1K5/2 (ã1)√

a1
E0

)[
C̃0

1

(
Ã−11 − Ã1

1

)
− Ã0

1

(
C̃−11 − C̃1

1

)]
+

+
εa21
4π

√
2

2

(
−
ã1I5/2 (ã1)√

a1
E0

)(
C̃−11 − C̃1

1

)
B0

1 , (128)

Mz = i
εa21
4π

(
−ã1K5/2 (ã1)√

a1
E0

)(
Ã−11 C̃1

1 − Ã1
1C̃
−1
1

)
. (129)
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Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïîòåíöèàëîâ è èñïîëüçóÿ (17-20), íàêîíåö,

ïðèõîäèì ê âûðàæåíèÿì (36-38).

Ïðèëîæåíèå C

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèÿ (56) âîñïîëüçóåìñÿ ïîäõîäîì, ïðåäëîæåííûì â ðàáîòå [54].

Ïðîèçâåäåíèå Rn
i P

m
n (cos θi) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé, ïîýòîìó îíà ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà â âèäå:(
Ri

ai

)n
Pm
n (cos θi) =

√
ch ξ − cos η

∑
l≥0

bnmi,l e
−(l+ 1

2)|ξ|Pm
l (cos η), i = 1, 2. (130)

Çäåñü Ri � äëèíà ðàäèóñ-âåêòîðà èç öåíòðà i-îé ÷àñòèöû ê òî÷êå íàáëþäåíèÿ, θi � óãîë

ìåæäó ýòèì ðàäèóñ-âåêòîðîì è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè z.

×òîáû îòûñêàòü èñêîìûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ bnmi,l , ðàññìîòðèì ïðåäåë η → 0.

Â ýòîì ïðåäåëå äëÿ 0 < |ξ| < ξi èìååì:

Ri

ai
=
(
−e−ξi

) 1− e2ξie−|ξ|

1− e−|ξ|
,

sin θ̃i
sin η

=
ai
Ri

sh ξi
ch ξ − 1

è, ñ ó÷åòîì

lim
η→0

Pm
n (cos η) = sinm ηP (m)

n (1),

âûðàæåíèå (130) ïðèíèìàåò âèä:(
Ri

ai

)n(
ai
Ri

sh ξi
ch ξ − 1

)m
P (m)
n (1) =

√
ch ξ − 1 e−

1
2
|ξ|
∑
l≥0

bnmi,l e
−l|ξ|P

(m)
l (1). (131)

Çäåñü P
(m)
n (1) åñòü m-àÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ïðè àðãóìåíòå, ðàâíîì åäè-

íèöå:

P (m)
n (1) =

(n+m)!

2mm! (n−m)!
. (132)

Îêîí÷àòåëüíî, ðàçëàãàÿ âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (131) ïî ñòåïåíÿì e−|ξ|

äëÿ êîýôôèöèåíòîâ bnmi,l ïîëó÷èì âûðàæåíèå (58).

Ïðèëîæåíèå D

Â ýòîé ñåêöèè ïîêàæåì íåêîòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå øàãè â âû÷èñëåíèè âûðàæåíèé äëÿ

ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ ñôåðè÷åñêèìè ÷àñòèöàìè (78-80).

Âî-ïåðâûõ, ââåä¼ì íîâûå ïåðåìåííûå:

S±ml ≡ C̃±ml e−(l+ 1
2)ξ1 +D±ml e(l+

1
2)ξ1 , (133)

Q±ml ≡ (2l + 1)G±ml ≡ (2l + 1)
[
−C̃±ml e−(l+ 1

2)ξ1 +D±ml e(l+
1
2)ξ1
]
. (134)
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Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïåðåìåííûõ ïîòåíöèàë ïîëÿ âíå ÷àñòèö (ñóììà (52) è (50)), îïðåäå-

ëÿåìûé íà ïîâåðõíîñòè ïåðâîé ÷àñòèöû, è åãî ïðîèçâîäíûå âûðàæàþòñÿ òàê

Ψ(ξ, ϕ, η) =
∞∑
l=0

l∑
m=0

(
Sml cosmϕ+ S−ml sinmϕ

)
Pm
l (cos η), (135)

∂Ψ

∂ξ
=

1

2

∞∑
l=0

l∑
m=0

(
Qm
l cosmϕ+Q−ml sinmϕ

)
Pm
l (cos η), (136)

∂Ψ

∂ϕ
=
∞∑
l=0

l∑
m=0

m
[
−Sml sinmϕ+ S−ml cosmϕ

]
Pm
l (cos η), (137)

∂Ψ

∂η
=
∞∑
l=0

l∑
m=0

(
Sml cosmϕ+ S−ml sinmϕ

) ∂
∂η
Pm
l (cos η). (138)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîòåíöèàë â âèäå (47) â ñîîòíîøåíèÿ (74-76), ïîëó÷èì:

4π

ε
F1x =

¨ {
1

8
sh ξ1 sin2 η cosϕΨ2+

+
1

2
sh ξ1 sin2 η cosϕ

[(
∂Ψ

∂ξ

)2

−
(
∂Ψ

∂η

)2

− 1

sin2 η

(
∂Ψ

∂ϕ

)2
]

+

+
1

2
ch ξ1 sin2 η cosϕΨ

∂Ψ

∂ξ
− 1

2
sh ξ1 cos η sin η cosϕΨ

∂Ψ

∂η
+

1

2
sh ξ sinϕΨ

∂Ψ

∂ϕ
+

+ sin η (1− ch ξ1 cos η) cosϕ
∂Ψ

∂ξ

∂Ψ

∂η
+ (ch ξ1 − cos η) sinϕ

∂Ψ

∂ξ

∂Ψ

∂ϕ

}
dηdϕ, (139)

4π

ε
F1z =

¨ {
1

8
sin η (1 + ch ξ1 cos η) Ψ2+

+
1

2
sin η (ch ξ1 cos η − 1)

[(
∂Ψ

∂ξ

)2

−
(
∂Ψ

∂η

)2

− 1

sin2 η

(
∂Ψ

∂ϕ

)2
]

+

+
1

2
sh ξ1 sin η cos ηΨ

∂Ψ

∂ξ
+

1

2
ch ξ1 sin2 ηΨ

∂Ψ

∂η
+ sh ξ1 sin2 η

∂Ψ

∂ξ

∂Ψ

∂η

}
dηdϕ. (140)

Äàëåå îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà ïðîåêöèÿõ íà îñè x è z, ïîòîìó ÷òî âûðàæåíèå äëÿ

ïðîåêöèè íà îñü y ïîëó÷àåòñÿ ïîäîáíî âûðàæåíèþ äëÿ ïðîåêöèè íà îñü x.
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Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ϕ ïîëó÷àåì (µ = cos η):

• äëÿ ïðîåêöèè íà îñü x

4

ε
F1x×

 1ˆ

−1

dµ

−1 =
1

4

∞∑
l,n=0,1

[
sh ξ1

(
−SlS1

n +QlQ
1
n

)
+ ch ξ1

(
SlQ

1
n − S1

nQl

)]
Pl(µ)P 1

n(µ) sin η

+
1

8

{
∞∑

l,n=1,2

l∑
m=1

sh ξ1
[
−
(
Sml S

m+1
n + S−ml S−(m+1)

n

)
+Qm

l Q
m+1
n +Q−ml Q−(m+1)

n

]
+

+(1 + 2m) ch ξ1
[
Sml Q

m+1
n + S−ml Q−(m+1)

n −
(
Sm+1
n Qm

l + S−(m+1)
n Q−ml

)]}
Pm
l (µ)Pm+1

n (µ) sin η

− 1

2
sh ξ1

[
2
∞∑

l,n=1

SlS
1
n

∂

∂η
Pl(µ)

∂

∂η
P 1
n(µ) +

∞∑
l,n=1,2

l∑
m=1

(
Sml S

m+1
n + S−ml S−(m+1)

n

)
×

×
(
∂

∂η
Pm
l (µ)

∂

∂η
Pm+1
n (µ) +m (m+ 1)

Pm
l (µ)Pm+1

n (µ)

sin2 η

)]
sin η

− 1

4

{
2

∞∑
l,n=0,1

(sh ξ1Sl + ch ξ1Ql)S
1
nPl(µ)

(
∂

∂η
P 1
n(µ) +

cos η

sin η
P 1
n(µ)

)
+

+
∞∑

l,n=1,2

l∑
m=1

[
sh ξ1

(
Sml S

m+1
n + S−ml S−(m+1)

n

)
+ ch ξ1

(
Qm
l S

m+1
n +Q−ml S−(m+1)

n

)]
×

×Pm
l (µ)

(
∂

∂η
Pm+1
n (µ) + (m+ 1)

cos η

sin η
Pm+1(µ)

)}
cos η

+
1

4

[
2

∞∑
l,n=0,1

QlS
1
nPl(µ)

(
∂

∂η
P 1
n(cos η) +

cos η

sin η
P 1
n(µ)

)
+

+
∞∑

l,n=1,2

l∑
m=1

(
Qm
l S

m+1
n +Q−ml S−(m+1)

n

)
Pm
l (µ)

(
∂

∂η
Pm+1
n (µ) + (m+ 1)

cos η

sin η
Pm+1
n (µ)

)]

− 1

4

{
2

∞∑
l,n=1,0

(
sh ξ1S

1
l + ch ξ1Q

1
l

)
SnP

1
l (µ)

∂

∂η
Pn(µ)+

+
∞∑

l,n=2,1

n∑
m=1

[
sh ξ1

(
Sm+1
l Smn + S

−(m+1)
l S−mn

)
+ ch ξ1

(
Qm+1
l Smn +Q

−(m+1)
l S−mn

)]
×

×Pm+1
l (µ)

(
∂

∂η
Pm
n (µ)−mcos η

sin η
Pm
n (µ)

)}
cos η +

1

2

∞∑
l,n=1,0

Q1
l SnP

1
l (cos η)

∂

∂η
Pn(cos η)

+
1

4

∞∑
l,n=2,1

n∑
m=1

(
Qm+1
l Smn +Q

−(m+1)
l S−mn

)
Pm+1
l (µ)

(
∂

∂η
Pm
n (µ)−mcos η

sin η
Pm
n (µ)

)
;
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• äëÿ ïðîåêöèè íà îñü z

4

ε
F1z ×

 1ˆ

−1

dµ

−1 =
1

8

∞∑
l,n=0

l∑
m=0

(
Sml S

m
n + S−ml S−mn −Qm

l Q
m
n +Q−ml Q−mn

)
Pm
l (µ)Pm

n (µ)

+
1

4

∞∑
l,n=0

l∑
m=0

[
1

2
ch ξ1

(
Sml S

m
n + S−ml S−mn +Qm

l Q
m
n +Q−ml Q−mn

)
+

+ sh ξ1
(
Sml Q

m
n + S−ml Q−mn

)]
cos ηPm

l (µ)Pm
n (µ)

+
1

2

∞∑
l,n=0

l∑
m=0

(
Sml S

m
n + S−ml S−mn

)( ∂

∂η
Pm
l (µ)

∂

∂η
Pm
n (µ) +

m2

sin2 η
Pm
l (µ)Pm

l (µ)

)

− 1

2

∞∑
l,n=0

l∑
m=0

ch ξ1
(
Sml S

m
n + S−ml S−mn

)( ∂

∂η
Pm
l (µ)

∂

∂η
Pm
n (µ) +

m2

sin2 η
Pm
l (µ)Pm

l (µ)

)
cos η

+
1

2

∞∑
l,n=0

l∑
m=0

[
ch ξ1

(
Sml S

m
n + S−ml S−mn

)
+ sh ξ1

(
Qm
l S

m
n +Q−ml S−mn

)]
sin ηPm

l (µ)
∂

∂η
Pm
n (µ).
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Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî η ïîëó÷àåì:

• äëÿ ïðîåêöèè íà îñü x

4

ε
F1x =

1

2
sh ξ1

∞∑
l=1

l (l + 1)
(
−Sl−1S1

l +Gl−1G
1
l

)
+

1

4
sh ξ1

∞∑
l=2

l−1∑
m=1

(l +m+ 1)!

(l −m− 1)!

[
−
(
Sml−1S

m+1
l + S−ml−1S

−(m+1)
l

)
+Gm

l−1G
m+1
l +G−ml−1G

−(m+1)
l

]
+

1

2
ch ξ1

∞∑
l=1

l (l + 1)
(
Sl−1G

1
l − S1

l Gl−1
)

+
1

4
ch ξ1

∞∑
l=2

l−1∑
m=1

(l +m+ 1)!

(l −m− 1)!

[
Sml−1G

m+1
l + S−ml−1G

−(m+1)
l −

(
Sm+1
l Gm

l−1 + S
−(m+1)
l G−ml−1

)]
− 1

2
sh ξ1

∞∑
l=1

l (l + 1)
(
−Sl+1S

1
l +Gl+1G

1
l

)
− 1

4
sh ξ1

∞∑
l=2

l−1∑
m=1

(l +m+ 1)!

(l −m− 1)!

[
−
(
Sml+1S

m+1
l + S−ml+1S

−(m+1)
l

)
+Gm

l+1G
m+1
l +G−ml+1G

−(m+1)
l

]
+

1

2
ch ξ1

∞∑
l=1

l (l + 1)
(
Sl+1G

1
l − S1

l Gl+1

)
+

1

4
ch ξ1

∞∑
l=2

l−1∑
m=1

(l +m+ 1)!

(l −m− 1)!

[
Sml+1G

m+1
l + S−ml+1G

−(m+1)
l −

(
Sm+1
l Gm

l+1 + S
−(m+1)
l G−ml+1

)]
+
∞∑
l=1

l (l + 1)
(
GlS

1
l −G1

l Sl
)

+
1

2

∞∑
l=2

l−1∑
m=1

(l +m+ 1)!

(l −m− 1)!

(
Gm
l S

m+1
l +G−ml S

−(m+1)
l −Gm+1

l Sml −G
−(m+1)
l S−ml

)
;

• äëÿ ïðîåêöèè íà îñü z

4

ε
F1z =

1

4

∞∑
n=0

n∑
m=0

(2n+ 1)
(n+m)!

(n−m)!

(
Smn S

m
n + S−mn S−mn −Gm

n G
m
n +G−mn G−mn

)
+

1

2
sh ξ1

∞∑
n=1

n∑
m=0

(n+m)!

(n−m− 1)!

[(
Smn−1G

m
n + S−mn−1G

−m
n

)
−
(
Smn G

m
n−1 + S−mn G−mn−1

)]
+

1

2
ch ξ1

∞∑
n=1

n∑
m=0

(n+m)!

(n−m− 1)!

[
−
(
Smn−1S

m
n + S−mn−1S

−m
n

)
+Gm

n−1G
m
n +G−mn−1G

−m
n

]
.

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì êîýôôèöèåíòàì èñïîëüçóÿ (133, 134) ïîëó÷àåì ôîðìóëû

(78-80).
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Ïðèëîæåíèå E

Âñå èíòåãðàëû âñòðå÷àþùèåñÿ â äàííîé ðàáîòå ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëó (µ = cos η)

1ˆ

−1

Pm
n (µ)Pm

l (µ)dµ =
2

2l + 1

(l +m)!

(l −m)!
δl,n, (141)

åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ áàçîâûìè ñâîéñòâàìè ïðèñîåäèíåííûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà [37,

42,49]

(2n+ 1)µPm
n (µ) = (n+m)Pm

n−1(µ) + (n+m+ 1)Pm
n+1(µ), (142)

sin ηPm
n (µ) =

(n+m) (n+m− 1)

(2n+ 1)
Pm−1
n−1 (µ)− (n−m+ 1) (n−m+ 2)

(2n+ 1)
Pm−1
n+1 (µ), (143)

(2n+ 1) sin ηPm
n (µ) = Pm+1

n+1 (µ)− Pm+1
n−1 (µ), (144)

µPm
n (µ)

sin η
=

1

2m

[
Pm+1
n (µ) + (n+m) (n−m+ 1)Pm−1

n (µ)
]
, (145)

∂Pm
n (µ)

∂η
=

1

2

[
−Pm+1

n (%) + (n+m) (n−m+ 1)Pm−1
n (µ)

]
. (146)
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